Wprowadzenie do kombinatoryki

http://www.matemaks.pl/kombinatoryka.html

Kombinatoryka jest dzialem matematyki, ktéory pomaga odpowiedzie¢ na pytania typu:

"ile jest mozliwych wynikow w rzucie monetg?",

"Na ile sposobow mozemy wybracé delegacje dwuosobowq z klasy 28 osobowej?", itp.

Aby rozwigza¢ tego typu zadania, cz¢sto stosuje si¢ wzory na permutacje, kombinacje, wariacje oraz
wariacje z powtorzeniami.

Nie trzeba jednak pamigtac tych wszystkich wzorow, aby szybko i skutecznie rozwigzywac zadania z
kombinatoryki.

Do rozwigzania wigkszo$ci zadan w zupetno$ci wystarcza regula mnozenia i wzor na kombinacje.

Regula mnozenia

Regula mnozenia przydaje si¢ podczas rozwigzywania wielu zadan z kombinatoryki.

Przyktady:

Przyklad 1.
Rzucamy trzy razy monetg. Ile jest wszystkich mozliwych wynikow tego doswiadczenia?

Rozwigzanie:

Mozliwe wyniki to np.: (Orzet,Orzet,Reszka), (O,R,R), (R,O,R), (R,R,R)...
Zatem:

W | rzucie moze wypas¢ orzet lub reszka, czyli sg 2 mozliwosci.

W 11 rzucie réwniez moze wypas¢ orzet lub reszka, czyli sg 2 mozliwosci.
W 111 rzucie réwniez moze wypasé orzet lub reszka, czyli sg 2 mozliwosci.

W Irzucie sg
2 mozliwosci

W I rzucie sg
2 mozliwosci

W III rzucie sa
2 mozliwosci

-

o

Regula mnozenia méwi, ze w takiej sytuacji mamy:
2:2:2=8 mozliwosci.

W regule mnozenia zawsze zamieniamy spdjnik "i"" na mnozenie.

Przyklad 2.
Rzucamy 10 razy moneta. Ile jest mozliwych wynikow?

Rozwiazanie:

W kazdym rzucie mozemy otrzyma¢ 2 wyniki: Orzet albo Reszka. Powiemy:

W pierwszym rzucie mamy 2 mozliwosci i w drugim rzucie mamy 2 mozliwosci

i w trzecim rzucie mamy 2 mozliwosci... i w dziesigtym rzucie mamy 2 mozliwosci.
Zatem tacznie mamy:

2:2:2-...:2 (10 razy) :210

mozliwo$ci.

Przyklad 3.
Rzucamy 3 razy sze$cienng kostka do gry. Ile jest mozliwych wynikow?

Rozwigzanie:
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W kazdym rzucie mozemy otrzymacé jeden z sze$ciu wynikow.

W pierwszym rzucie mamy 6 mozliwosci i w drugim rzucie mamy 6 mozliwosci
i W trzecim rzucie mamy 6 mozliwosci.

Zatem tacznie mamy:

6-6:6=6"

mozliwosci.

Przyklad 4.
Rzucamy 5 razy sze$cienng kostka do gry. Ile jest mozliwych wynikow?

Rozwigzanie:
W kazdym rzucie mozemy otrzymac jeden z sze$ciu wynikow.

Zatem tgcznie mamy:
6-6-6-6-6=6°

mozliwosci.

Zadanie 5.

Ze wsi A do wsi B prowadzi 5 $ciezek przez las.

Na ile sposobéw mozna odby¢ spacer A—B — A

tak, aby spacer ze wsi B do wsi A odby¢ inng $ciezka niz ze wsi A do wsi B?
A. 5 B. 5+4 c. 4 D. 54

Z A do B — 5 Sciezek,
w drodze powrotnej — jedna $ciezka mniej (inna niz z A do B), czyli 5-1=4
5%4 =20

Zadanie 6.
Na rysunku dany jest kwadrat, trojkat i elipsa. Mamy réwniez do dyspozycji 8 kolorow farb.

Na ile r6znych sposobdéw mozna pomalowac¢ wszystkie trzy figury tymi odémioma kolorami,
tak aby kazda figura byta w innym kolorze?

A 27 B. 336 C. 512 D. 8

Trojkat - 8 mozliwosci Kwadrat — 7 mozliwos$ci Elipsa — 6 mozliwos$ci

8*7*6 = 336

Zadanie 7.

Flage, taka jak pokazano na rysunku, nalezy zszy¢ z trzech jednakowej szerokosci pasow kolorowe;j
tkaniny.

Oba pasy zewnetrzne maja by¢ tego samego koloru, a pas znajdujacy sie miedzy nimi ma by¢ innego
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koloru.

Liczba roznych takich flag, ktore mozna uszy¢, majgc do dyspozycji tkaniny w 10 kolorach, jest
rowna

A. 100 B. 99 C. 90 D. 19

Pasy zewnetrzne (tego samego koloru) na 10sposobdw, pas wewnetrzny: 10—1=9
10*9 =90

Zadanie 8.
Wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, ktorych obie cyfry sa mniejsze od 5 jest
A. 16 B. 20 C. 25 D. 30

Na | miejscu, {1, 2, 3, 4} Na Il miejscu: {0, 1, 2, 3, 4} 4*5 =20

Zadanie 9.
Liczba sposobow, na jakie Ala i Bartek moga usig$¢ na dwoch sposrod pigciu miejsc w kinie, jest
rowna

A. 25 B. 20 C. 15 D. 12

Reguta mnozenia
Ala — 5 mozliwosci, Bartek —juz tylko 4: 5*4=20

Zadanie 10.
lle jest liczb naturalnych czterocyfrowych takich,
ze w ich zapisie dziesigtnym wystepuje jedna cyfra nieparzysta i trzy cyfry parzyste.

N:{1,3,5,7,9} P{0.24,6,8}
Mozliwosci:
)N,P,P,P 2) P,NP,P 3)P,PN,P 4)P,P,P,N

1) Nalmiejscu N:-5nall-5nalll-5nalV-5

2) Na Il nieparzyste, na | parzyste: nal - 4 (0 nie moze by¢), na Il — 5 sposobow: 4*5%5%5
3) Na Il nieparzyste: 4*5*5*5 (na | parzyste)

4) Na IV nieparzyste: 4*5*5*5 (na | parzyste)

5M4 + 3%4*5A3 = 5A3%(5+12) = 125*17 = 2125

Zadanie 11.
Ile jest liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 15 lub 20?

| Podzielne przez 15:1 5, 30, 45, 60, 75,90 > 6 liczb

Il Podzielne przez 20: 20, 40, 60,80 = 4-1=3
Wykreslamy, ktore sie powtarzajg, czyli60z 1l = 3
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6+3=9

Zadanie 12.
lle jest liczb naturalnych trzycyfrowych,
w ktorych cyfra dziesiatek jest o 2 wigksza od cyfry jednosci?

Setki dziesiatki jednosci
[{1,2,3,4,56,7,9}] [{9}] [{0,223,4,5,6, 7}
Zaczynamy od cyfr jednosci -0d 0do 7 -> cyfra dziesigtek maks. 9 —
Cyfra 10-tek — 9 — czyli jedna
Cyfra setek — od 1 do 9 (nie moze by¢ 0)

9*1*8 =72

Zadanie 13.

Ile jest wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, w ktérych obie cyfry sa parzyste?
A. 16 B. 20 C. 24 D. 25

[D] [J] — dziesiatki, jednosci, D iJ parzyste

[{2, 4, 6, 8}] [{0, 2, 4, 6, 8}]

Iloczyn cyfr jakie mozemy wpisa¢ w I pole i II pole:

W I polu cyfry parzyste {2, 4, 6, 8} — bez zera = 4 cyfry
W II polu cyfry parzyste {0, 2, 4, 6, 8} = 5 cyfr
4*5=20

Zadanie 14.
Ile jest wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, w ktérych obie cyfry sa nieparzyste?
A. 16 B. 20 C. 24 D. 25

5*5=25

Zadanie 15.
Ile jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktérych wszystkie trzy cyfry sa parzyste?

A. 40 B. 64 C. 100 D. 125

Silnia

Definicja 1.

Silnia liczby naturalnej n - to iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n.
Silni¢ liczby naturalnej N oznaczamy symbolem n! (czytamy en silnia).
Mamy zatem:

n'=1.2.3-....(n—1)-n

Przyklad 1.

a)

31=1-2-3=6

b)
41=1.2.3-4=24
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c)

51=1-2-3-4-5=120

d)

61=1-2-3-4-5-6=720

e)
101=1-2-3...-9-10=3628800
f)

171=1-2-3...-16-17=355687428096000

Po co jest ta silnia?

Symbol silni pozwala w prosty i krotki sposob zapisywac dtugie iloczyny liczb.

Jak wida¢ na powyzszym przyktadzie - juz dla liczby 17! jej zapis w systemie dziesietnym sktada sig
az z 15 cyfr.

Okazuje sig, ze liczba 100! zapisana w systemie dziesietnym skifada si¢ juz ze 157 cyfr!

Zapisanie liczby przy wykorzystaniu silni jest korzystne rowniez dlatego,

ze daje nam informacj¢ z jakich czynnikéw sktada si¢ dana liczba.

Znajomos¢ takiego rozkladu jest szczegdlnie przydatna przy skracaniu utamkow

(gdy w liczniku i mianowniku utamka wystepuja silnie).

Zadania z silni
Zadanie 1. Oblicz:

1. 41-21.31=41-21-31=24-2-6=24-12=12
2. 51-21-41=51-21.41=120-2-24=120-48=72

3. 10!8!-2!

W tym przyktadzie wystepuja juz troche wigksze liczby,

zatem nie oplaca si¢ liczy¢ ile doktadnie wynosi np. 10!.

Latwiej bedzie skroci¢ wspolne czynniki z licznika i mianownika.
Zauwazmy najpierw, ze:

10!=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10=5!-9-10

Zatem:
100 81-9-10 9-10
= = =9-5=45
gr-21  gi-2 2
4. 12!10!-4!

W tym przyktadzie skrécimy wspdlne czynniki z licznika oraz mianownika.
Zauwazmy najpierw, ze:

12t 101-11-12 11-12 11-31Z 11

10'-4! 10'-4' 4! 24 2

2

5. 91-71(6)3

Podobnie jak w przyktadach poprzednich - skrocimy wspdlne czynniki z licznika i mianownika.
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Zauwazmy najpierw, ze:

9!'=1-2-3-4-5-6-7-8-9=6!-7-8-9

71=1-2-3-4-5-6-7=6!-7

)

(61)% = 6! - 6! - 6!

6. (91)310!-(8!)2

W tym przyktadzie réwniez skrécimy wspdlne czynniki z licznika i mianownika.

Wczesniej bedziemy musieli jednak "sprowadzié" wszystkie silnie do najmniejszej, czyli do 8!.
Zauwazmy, ze:

9l =8!-9
10!'=18!-9-10
W zwigzku z tym podstawiamy i skracamy:
(8!-9)3 (81)%- 93 (8% - 92 ¢ 92 g1

3!-9-10-[8!)2_8!-9-1{1-(3!)2_9-1ﬂ-@,'/)?=9-1ﬂ_ﬁ_ﬁ

Kombinacja
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Kombinacja pozwala policzy¢ na ile sposobow mozna wybra¢ K elementow
z N -elementowego zbioru.

Wz6r na kombinacje¢ jest nastgpujacy:
Co¢ =n!/ (kI(n—K)!)
Wpisz tutaj réwnanie.
n!
k!+(n—k)!

cnk:(';) _

Kombinacje zapisujemy krotko za pomocg symbolu Newtona:
n!

n
= e m—n

Przyklad 1.
Na ile sposobéw mozna wybraé¢ 2 osoby w klasie 30 osobowej?

Rozwigzanie:
Ca? = (320) — 301/ (21(30-2)!) =30! /(2-281) =29-30/ 2 = 15-29 = 435

Odpowiedz: Dwie osoby mozna wybra¢ w klasie 30 osobowej na 435 sposobow.

Przyklad 2.
Na ile sposobéw mozna wybra¢ 3 zawodnikow w druzynie 12 osobowej?

Rozwiazanie:
C123 = (132) =121/ (3!(12-3)!) =121/ 6-91=10-11-12/ 6 = 10-11-2 = 220
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Odpowiedz: Trzech zawodnikéw w druzynie 12 osobowej mozna wybra¢ na 220 sposobow.

Zadanie 3.
Na jednej prostej zaznaczono 3 punkty, a na drugiej 4 punkty.
Ile jest wszystkich trojkatow, ktorych wierzchotkami sg trzy sposrod zaznaczonych punktow?

Rozwiazanie

Mozna wybrac k elementow sposrod n
elementéw na () sposobow.

n n!
(k) “k-(n—k)

Na dolnej prostej mamy mozliwos¢ wyboru 2 punktéw (podstawa tréjkata) z 4 punktéw a na goérnej 1
punkt z 3 (wierzchotek tréjkata)
lub na gérnej 2 punkty (podstawa) z 3, a na dolnej 1 punkt (wierzchotek) z 4 mozliwych

Ca2* Gt + G2 * €l =41/ (21%(4-2)1) * 31/(21%11) + 31/(21*11) * 41/(11*31) = 41/2%2)*3 +3*4 =18 + 12 =30

Permutacja

Permutacja zbioru n -elementowego - to dowolny N -wyrazowy ciag
utworzony ze wszystkich elementéw tego zbioru.

Liczbe permutacji zbioru n -elementowego mozemy obliczy¢ ze wzoru:
Pn=n!

Przyklad 1.

Na ile sposobéw mozna ustawi¢ 5 os6b w kolejce?
Rozwiazanie:

Obliczmy liczbe permutacji zbioru 5-elementowego:
Ps=51=1.2-3-4-5=120

Czyli pie¢ 0s6b mozna ustawi¢ w kolejce na 120 sposobow.

Przyklad 2.

Ile liczb mozna utworzy¢ z cyfr: 1,2,3,4,5,6,7?
Rozwigzanie:

Obliczmy liczbe permutacji zbioru 7-elementowego:
P7=71=1.2-3-4-5-6-7=5040

Czyli mozemy utworzy¢ 5040 liczb.
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Przyklad 3.

Na ile sposobéw mozna ustawi¢ na potce 7 ksigzek formatu A5 oraz 6 ksigzek formatu A4,
aby nie rozdzieli¢ ich wymiarowo?

Rozwigzanie:

Ksigzki formatu A5 muszg sta¢ obok siebie i mozemy je ustawi¢ na 7! sposobow.

Podobnie - ksigzki formatu A4 musza sta¢ obok siebie i mozemy je ustawi¢ na 6! sposobow.
Wszystkie ksigzki na potce mozemy jednak ustawi¢ na 2 sposoby

- albo od wigkszych do mniejszych, albo od mniejszych do wigkszych.

Zatem wszystkich mozliwosci mamy:

2:6!-7!

Wariacja z powtorzeniami

Przyjmijmy, ze mamy dany zbior elementéw (np. zbidr liter).

Wariacja z powtorzeniami pozwala na utworzenie ciggu z elementow tego zbioru, z tym,
ze dopuszcza powtarzanie elementow.

Wzébr na wariacj¢ z powtorzeniami jest nastepujacy:

Wnk = n¥

Przyklad 1.
Ile stow piecioliterowych (nawet tych bezsensownych) mozna utworzy¢ z liter {A,B,C}?

Rozwiazanie:
Przyktadami taki stow sg: AAAAA, AABCA, CBCBB. Na kazde z 5 miejsc mozemy wybra¢ jedng z 3

liter, zatem wszystkich mozliwo$ci mamy:
3°=243
Odpowiedz: Mozna utworzy¢ 243 wyrazy.

Przyklad 2.
Ile stow dwuliterowych (nawet tych bezsensownych) mozna utworzy¢ z liter {A,B,C,D}?

Rozwiazanie:

Przyktadami taki stow sg: AA, DC, CD. Na kazde z 2 miejsc mozemy wybra¢ jedng z 4 liter,
zatem wszystkich mozliwo$ci mamy:

4°=16

Odpowiedz: Mozna utworzy¢ 16 wyrazow.

Wariacja bez powtorzen

Przyjmijmy, ze mamy dany zbior elementow (np. zbior liter).

Wariacja bez powtdrzen pozwala na utworzenie ciggu z elementéw tego zbioru, z tym,
ze nie dopuszcza powtarzania elementow.

Wzér na wariacj¢ bez powtdrzen jest nastepujacy:

Vvn¥ =n!/ (n—k)!

Przyklad 1.
lle istnieje czterocyfrowych PIN-kodow sktadajacych si¢ z ro6znych cyfr?
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Rozwigzanie:

Mamy do dyspozycji 10 cyfr: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Przyktadowymi kodami o roznych cyfrach sa: 1234, 0189, 9734. Wszystkich takich wariacji bez
powtodrzen jest:

10!/ 6!=7-8-9-10=5040
Odpowiedz: Istnieje 5040 czterocyfrowych kodow o réznych cyfrach.
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