Wielokaty na ptaszczyznie — obliczenia z zastosowaniem trygonometrii

Wielokat wypukty — miara kazdego kat wewnetrznego jest mniejsza od 180°.
Liczba przekatnych: n*(n-2)
Suma katéw wewnetrznych wielokata wypuktego o n wierzchotkach = (n-2)*180°.

Wielokaty foremne: tréjkat rownoboczny, kwadrat, pieciokat foremny, szesciokat foremny ...
Kazdy trojkat jest wielokagtem wypuktym.

Trojkaty

Tréjkat dowolny

Tréikat dowolny

a, b, ¢ - dlugosci bokdw trojkata

ha, hb, he - dlugosci wysokosci trojkata,
poprowadzonych odpowiednio na boki a, b, ¢

Pole P: P=1/2*b*c*sina
P=1/2*a*ha 1 ko
_ P=1/2*a*c * sin
P=1/2*b*hb 1k ok ko
P=1/2*a*b*siny
P=1/2*c*hc

ObwodL=a+b+c¢

Pole trojlkata ze wspokzednych
P=%*[B-x4)* (C-vA)-(C—x4) * GB-yA)]

P =13 % (x]*y2+x2%y3+a3 %yl -x3%v2-x 1 %y3-x2%v1)

Suma katoéw wewnetrznych tréjkata: a+p+y = 180° = 2008 = 2nt [rad]

Pole trojkata:

)
P

%

* bok * wysoko$¢ (opuszczona na bok)

“*a*h,=%*b*h,=%*c*h, potowa iloczynu podstawy i wysokosci

Pole tréjkata =% * bok_1 * bok_2 * sin kata (miedzy tymi bokami)
P=%*b*c*sina=X*a*c*sinB=%x*a*b*siny potowa iloczynu bokdw i sinusa kata miedzy tymi
bokami

Pole tréjkata ze wspotrzednych jego wierzchotkow

1)

Na podstawie przyrostéw wspédtrzednych

Oznaczenia: Ax(PK), Ay(PK) — réznice wspotrzednych — przyrosty od punktu P do K — wspotrzedne wektora PK
P=%*[xB—-xA) * (yC-yA)-(xC-xA) * (yB-yA)]

2P =

2)

Bezposrednio ze wspotrzednych
| x1 vyl 1]
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| x2 y2 1]
| x3 y3 1]
P =% * (x1*y2 + x2*y3 + x3*y1 - x3*y2 - x1*y3 - x2*y1)

Pole tréjkata wyznaczonego przez 2 wektory
P=%* |(as*by —a,*by)|

Obliczenie pola tréjkata, gdy dane 3 boki
Wzér Herona
S =V(p*(p-a)*(p-b)*(p-c)) ; gdzie p=7% * (a + b + c) — potowa obwodu tréjkata

P=p*r =%(atb+c) *r - r—promien okregu wpisanego (przeciecie dwusiecznych katow)
P =a*b*c/ (4*R) - R — promien okregu opisanego na trdjkacie (przeciecie symetralnych bokdw)

P=2*R2*sina*sinB*sinv
P=2*r**sina*sinP *siny

Obwadd tréjkata: L=a+b+c

Promien r okregu wpisanego w tréjkat o bokach a, b, c wyraza sie wzorem:

r=P/p gdzie P — pole trdjkgta, p=%*L=2% * (a + b + c) — potowa obwodu
r=a*b*c/ (4*R*p)

r =V (p*(p-a)*(p-b)*(p-c) / p)

Promien R okregu opisanego na tréjkacie o bokach a, b, c wyraza sie wzorem:
R = a*b*c/ (4*P) =a*b*c/(4 *r*p) gdzie P- pole trojkata, p — potowa obwodu

R=a/(2*sina)=b/(2*sinB) =c/(2*siny)

Twierdzenie sinusow — Snelliusa

a:b:c=sina:sinB:siny
a:sina =bh:sinB=c:siny=2*R

Twierdzenie cosinuséw — Carnota

Wzory cosinuséw:

a’=b’+c’-2*b*c*cosa

b?=a’+c?-2*a*c*cosP

c’=a’+b’-2*a*b*cosy

Twierdzenie cosinuséw wykorzystujemy przy rozwigzywaniu tréjkqtow w przypadkach, gdy:
- dane sg dwa boki i jeden kat miedzy nimi (bkb),

- dane sg trzy boki (bbb).

Twierdzenie tangensow - Regiomontana
(a+b)/(a-b)=tg[(a+P)/2] :tg[(a-PB)/2]
(b+c)/(b—c)=tg[(B+v)/2] :tg[(B-v)/2]
(@a+c)/(c—c)=tg[(a+y)/2] :tg[(a-v)/2]
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Promien okregu wpisanego w tréjkat
r=(p-a)*tga/2=(p—b)*tgB/2=p—-c)*tgy/2; gdziep=(a+b+c):2

Promien okregu opisanego na tréjkacie

R = a:(2*sina) = b:(2*sinB) = c: (s *siny)

P=%*a*b*siny=a’*sinB*siny:(2*sina)=2*r**sina*sinP *siny

Wzory potéwkowe

sin a/2 =V [(p-b)*(p-c)/(b*c) ]
cos a/2 =V [(p-a)*p / (b*c) ]

tg a/2 =V [ (p-b)*(p-c) /(p*(p-a) ]

Trojkat prostokatny

a, b —dtugosci przyprostokatnych
¢ — dtugos¢ przeciwprostokatnej,
X —rzut prostokatny boku a na bok c,

P = (a*b)/2 = c*he2

B
Trojkat prostokatny
2 2 2
a+b=c

Srodek okregu opisanego lezy na srodku przeciwprostokatnej

Okrag opisany na trojkacie prostokatnym

b

P=%*c*hc
P=%*a*b
L=a+b+c
h2=x*y=ac*bc
r=%%*(a+b—c)

przeciwprostokatnej
R=%*c

a.

R=

[AQY =10B| =10C| =

AB/=c=1R

R =c/2

Y =90
h=h,
2

h =x*y

(¥1)
‘

potowa przeciwprostokatnej

y — rzut prostokatny boku b na bok c

Tréjkat prostokatny
p [ r= (a+b<)?2
’ \\"f*-,_» v = YR A
a - Or “:‘ R 1- “
! g
00° / @ ™
. = A
5 b
ab=1ga

potowa iloczynu przekatnej i wysokosci opuszczonej na przekatng
potowa iloczynu przyprostokatnych

- a.—rzut boku a na przeciwprostokatng ¢, b, — rzut boku b na bok c

promien okregu wpisanego = potowa rdéznicy sumy przyprostokatnych i
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Tréjkat rownoboczny
a — dtugosé boku
h — dtugosé wysokosci

a=b=c
o= B =y= 60°
Ma 3 osie symetrii: Srodek ciezkosci, ortocentrum oraz srodki okregu wpisanego i opisanego pokrywaja sie
Tréjkat rdwnoboczny
. C h=|CD
\ a*\3
" B N
a s h \@ =
P=12%*a*
h . _ h L=3%
D B e Rl
: y=|CS|=23*h x/ly=12; yx=2/
A a
pa X4
: 3
L=3%
h=%*v3 *a=a*v3/2 - wysokos¢
r=1/3*h=a*v3/6 - promien okregu wpisanego = 1/3 wysokosci
R=2/3*h=2*r=a*/3/3 — promien okregu opisanego = 2/3 wysokosci

Pole P i obwodd L trdjkata rownobocznego

P=%*a*h h =a*v3/2
P=a’*v3/4a pole
L=3*a obwdd

IDS| =1/3*h=1/3 *a*V3/2=a*V3 /6 =r - promien okregu wpisanego
|CS| =2/3 *h=2/3 *a*V3/2=a*V3 /3 =R-promien okregu opisanego
r=a*v3/6 - promien okregu wpisanego;
R=a*v3 /3 — promien okregu opisanego

Tréjkat rownoramienny
Boki:a, b=c, Katy: a — miedzy ramionamikata, B =y
Ma co najmniej jedng o$ symetrii (3 osie jesli jest rwnoboczny)

| E\ | s gerotiece symuainych

| 0 - preeciecie dwusecanych
| |

B=(180-a):2

B p e o\ a=180-2p
P\ D #

B . c

Trojkat m'.\:nn‘.nmr:u::\‘ R = |SCI =~ SB| =~ |AS

AB|=AC=b r= 0D = OE| = JOF
B=(180°-a)/2 B - katy przy podstawie
a=180°-2a o — kat przy wierzchotku miedzy ramionami
a=2b *sin a/2
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h=b * cos a/2
P=%*a*h =b”*sina/2 =% *b**sina

Prostokaty
Prostokat to czworokat, ktérego wszystkie boki sg rowne

a, b — dtugosci bokéw prostokata; ¢ —kat przeciecia przekatnych;  d — dtugosé przekatne;j

Pole Piobwdd L

P=a*bh iloczyn bokéw
P=%*d’ *sin $ potowa iloczynu kwadratu przekatnej i sinusa kata miedzy przekatnymi
L=2a+2b suma bokoéw
Prostokat
D : c
b $<J9 b
90"~ ]
A a B

IAC|=BD|=d [ =2a+2b=2%a+b)
P=a*b
P=1/‘2"’d2*sinw

Prostokat jest rownolegtobokiem.

W kazdym prostokacie

- przekatne sg réwne i przecinajg sie w srodku kazdej z nich

- punkt przeciecia przekatnych prostokata jest jego Srodkiem symetrii

Kwadraty
Kwadrat — czworokat, ktéry ma wszystkie boki réwne i wszystkie katy rowne
Kwadrat
a
D~ ) — T =&
5%
S 1]
a
s 4=1AC - BD
al ' - { B
d= a3 r=a2
Pwa - 12*d R=d
P=a’ bok do kwadratu
P=t*d’ pofowa kwadratu przekatnej
L=4a

Rownolegtoboki

Réwnolegtobok — czworokat, ktéry ma 2 pary bokdw réwnolegtych
a+ B =180°

P = a*h, P = b*h, podstawa * wysokosé
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P=a*b*sina =a*b*sinp bok * bok * sinus kata (miedzy tymi bokami)
P=%*d;*d, *sind % * przekatna * przekatna * sinus kata (miedzy przekornymi)

L=2*a+2*b=2*%a+b)

Rowrokgiobok

Romby
Romb — czworokat, ktérego wszystkie boki sg réwne

Romb

AC | BD
P=a*h podstawa razy wysokosc¢
P="%%*d; *d, potowa iloczynu przekatnych
P=a’*sina kwadrat boku razy sinus kata miedzy bokami
L =4*a
Trapezy

Trapez — czworokat, ktéry ma przynajmniej jedng pare bokéw réwnolegtych

a - podstawa dolna trapezu
b - podstawa gorna trapezu

2

a, b — boki trapezu

c. d — ramiona trapezu

h — wysokos¢ trapezu

o, . v, & — katy wewnetrzne trapezu

¢ — kat przeciecia si¢ przekatnych trapezu

a+6=180° B+y=180°

P ="%* (atb)*h potowa iloczynu sumy podstaw i wysokosci
P='%*d,*d,*sin ¢ potowa iloczynu przekatnych i sinusa kgta miedzy przekatnymi

L=a+b+c+d
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Jezeli katy przy tej samej podstawie trapezu sg réwne, to trapez jest rownoramienny

Trapez rO6wnoramienny

D b C
2/ \ 2]
o c
A L2 2\ g
E a F
|AD|=[BC|=c

|AE| = [BF| = (a-b)/2
|AF| = [BE| = (a+b)/2

|AD| = |BC| =c |AE| = |BF| =(a-b)/2

Trapez prostokatny

|AF| = |BE| =(a+b)/2

Trapez, ktérego jedno ramie tworzy katy proste z podstawami, nazywa sie trapezem prostokatnym.

W trapezie prostokgtnym ramie prostopadte jest wysokoscig trapezu.

D \ C
-/ B

4 h|N h=d
A?\l = =B

Linia srodkowa trapezu — odcinek tgczacy srodki ramion trapezu
Dtugos¢ odcinka tgczacego srodki ramion jest Srednig arytmetyczng dtugosci jego podstaw.

|[MN = (a +b) /2

A a B
= 4D); o=/ Q8 AM] =MD = d/2
|MNT || |AB [BN] = |CN} = ¢2

Ll o : :
|MN| == ),' MN| - linia $rodkowa trapezu

Deltoidy
Deltoid
D s
’ b |AD| = |AB|
4 DC|=BC|
A AC | BD
N[ 4 DS =BS|
a\ o
L przekatne
B dl=p
Pole deltoidu d2=q
p=t

9
P=1/2*%d1*d2 P=a*b*sina
L=2a+2b

P=%*dl*d2 P=a*b*sina

L=2*a+2*%b

Wielokaty — trygonometria



Okrag wpisany w czworokat
Srodek okregu wpisanego w czworokat jest jednakowi odlegty od jego bokéw
i jest punktem przeciecia sie dwusiecznych wszystkich jego katow wewnetrznych.

Jezeli okrag jest wpisany w czworokat wypukty, to sumy dtugosci przeciwlegtych jego bokéw
sg réwne.

’ Okrag wpisany w czworokat wypukly ‘

AB| + [DC| = |AD| + [BC

a+btetd
P=: —— ¥t
Pole czworokata wypuktego o bokach dtugosci a, b, c, d, opisanego na okregu o promieniu r
okreslone jest wzorem:

P=(a+b+c+d)*r/2 =% *r*(a+b+c+d)

Okrag opisany na czworokacie
Okrag opisany na czworokjcie

a+y= B+3=180"
Srodek okregu opisanego na czworokacie jest punktem jednakowo odleglym od wierzchotkdw tego wielokata i jest punktem
przeciecia sie symetralnych wszystkich jego bokow.

Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy,
gdy suma jego przeciwlegtych katéw wewnetrznych jest réwna 180°

at y=B+6= 180° - warunek by opisa¢ okrag na czworokacie
a+6=180° B+y= 180° - warunki na katy w trapezie

Na kazdym trapezie rownoramiennym, w ktérym katy przy kazdej podstawie majg réwne miary, mozna opisac okrag.

Na kazdym prostokacie i kwadracie mozna opisa¢ okrag.

Promien okregu opisanego na prostokacie i kwadracie okresla wzér:
R=%*d , gdzied-dtugosé przekatnej
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W prostokat, ktory nie jest kwadratem nie mozna wpisaé okregu

Aby mozna byto w trapez wpisa¢ okrgg musi by¢ spetniony warunek:
Sumy dtugosci bokéw przeciwlegtych muszg by¢ réwne, czyli
at+b =c+d
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