Stereometria — bryty

Stereometria - geometria przestrzeni tréjwymiarowej.
Przedmiotem jej badan sg wiasnosci bryt oraz przeksztatcenia izometryczne i afiniczne
przestrzeni.

Przyjete oznaczenia:

Pi- Pole powierzchni bocznej

Py pole podstawy

F.- Pole catkowite

17- objetos¢

h lub H- wysokosc¢

2p. dtugos¢ obwodu podstawy graniastostupa (inaczej L)
[- dtugos¢ tworzacej stozka

Wielosciany

P L

Wieloscianem wypuktym nazywamy kazdg bryte wypuktg, ktdrej brzeg jest sumg mnogosciowg
skonczonej liczby wielokgtéw.

Sciang wieloécianu wypuktego nazywamy taki wielokat, ktdry jest czescig wspdlng ptaszczyzny i
brzegu wieloscianu.

Krawedzig wieloscianu nazywamy bok jego sciany.

Wierzchotkiem wieloscianu nazywamy wierzchotek jego Sciany.

Twierdzenie Eulera

Jezeli wieloscian wypukty ma w wierzchotkéw, k krawedzi i s $cian, to

w-k+s=2

Pole powierzchni wieloscianu rdwne jest sumie pdl wszystkich jego Scian.

Wielosciany foremne
Wieloscianem foremnym nazywamy wieloscian wypukty, ktdrego wszystkie $ciany sg przystajgcymi
wielokgtami foremnymi

i wszystkie katy dwuscienne wyznaczone przez Sciany sg rowne.

Wielosciany foremne: czworoscian, szescian, oSmioscian, dwunastoscian, dwudziestoscian...
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Geometria
https://pl.wikipedia.org/wiki/Przestrze%C5%84_tr%C3%B3jwymiarowa
https://pl.wikipedia.org/wiki/Bry%C5%82a
https://pl.wikipedia.org/wiki/Izometria
https://pl.wikipedia.org/wiki/Przekszta%C5%82cenie_afiniczne

Czworoscian (tetraedr)
Ma 4 Sciany tréjkatne, 4 wierzchotki, 6 krawedzi.

Szescian (heksaedr)
Ma 6 Scian kwadratowych, 8 wierzchotkéw, 12 krawedzi.

Graniastostupy

Graniastostup to wieloscian, ktérego dwie Sciany (zwane podstawami) sg przystajgcymi wielokgtami

lezagcymi w ptaszczyznach réwnolegtych,
a pozostate $ciany sg réwnolegtobokami.

Graniastostup — wieloscian, ktérego wszystkie wierzchotki sg potozone na dwdch réwnolegtych
ptaszczyznach, zwanych podstawami graniastostupa i ktérego wszystkie krawedzie lezgce poza tymi
podstawami sg do siebie rownolegte.
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Wielo%C5%9Bcian
http://pl.wikipedia.org/wiki/Wierzcho%C5%82ek_%28geometria%29
http://pl.wikipedia.org/wiki/P%C5%82aszczyzna

T wierzchotek———__

— sciana boczna ———__|

Tkrawedz —

" podstawa —

graniastostup graniastostup
czworokatny trojkatny

Podstawy sg rdwnolegte
Sciany zawarte w pfaszczyznach podstaw nazywamy podstawami graniastostupa.
Pozostate Sciany sg rownolegtobokami i nazywamy je scianami bocznymi graniastostupa.

Graniastostup, ktérego podstawg jest n-kat, nazywamy graniastostupem n-kgtnym.

Wysokos¢ H graniastostupa to odcinek zawarty w prostej prostopadtej do jego podstaw, ktérego
koricami sg punkty wspdlne tej prostej
z ptaszczyznami zawierajgcymi podstawy graniastostupa.

Przekatng graniastostupa nazywamy kazdy odcinek, ktérego koricami sg wierzchotki obu podstaw
graniastostupa i ktory nie zawiera sie w zadnej ze Scian graniastostupa.

Wsrdd graniastostupdw wyrdzniamy graniastostupy proste i pochyle

Graniastoshup prosty to figura przestrzenna, ktorej podstawy sa przystajacymi
wielokatami, a wszystkie $ciany boczne sg prostokatami.

Graniastostup prosty to graniastostup o prostokatnych $cianach bocznych — $ciany boczne sa
woweczas prostopadie do podstawy.
W przeciwnym wypadku jest to tzw. graniastostup pochyty.
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Graniastos%C5%82up_prosty

Graniastostupy proste

H H

Graniastosfup prosty to rodzaj wieloscianu. Podstawy graniastostupa prostego to dwa przystajgce
i réwnolegle wielokaty. Sciany graniastostupa prostego to prostokaty prostopadte do podstaw.
Graniastostup prawidfowy to graniastostup prosty, ktérego podstawy jest wielokat foremny.

Objetosc: Pole catkowite:
V=PF-H P.=2P,+ B,
P, - pole podstawy P, — pole powierzchni bocznej
H - wysokosé (suma pdl wszystkich $cian bocznych)

Graniastostup prawidtowy to graniastostup prosty o podstawach bedacych wielokatami
foremnymi.

Graniastoslup czworokatny (podstawa graniastostupa jest czworokatem).
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Graniastos%C5%82up_prawid%C5%82owy
http://pl.wikipedia.org/wiki/Wielok%C4%85t_foremny
http://pl.wikipedia.org/wiki/Wielok%C4%85t_foremny

podstawa
|

- Graniastostup czworokatny
wierzchotek g |

Y krawedZ boczna (wysokosé

graniastoshupa)

Sciana boczna

\__‘_\

H— Sciana boczna

krawedz podstawy

podstawa

przekagtna graniastostupa

| Katv w graniastostupach |
o.— kat nachylenia przekatnej graniasto-
p"ck"“::‘v' stupa do plaszczyzny podstawy
scrany |
bocznej > .
! 3 — kat migdzy przekatng graniastostu-
" pa, a krawedzia boczng
.,
2 y — kat migdzy przekatng Sciany bocz
STt DY nej, a krawedzia podstawy

Graniastostup trdjkatny (podstawa graniastostupa jest trojkagtem).

podstawa gdrna

H (wysokos¢ graniastostupa)

’ -
Sciana boczna

” a - kat nachylenia 2
sgsiednich scian bocznych

podstawa dolna
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Graniastostup pochyly to graniastostup, w ktorym krawedzie boczne nie sg
prostopadte do podstaw.

Graniastostupy pochyte

= Do

V=P, -H Fe=2F,+ B,

Rownolegtoscian

Pc=2Pp+Pb |pp =2ah4 +2bh2

Pp =a*b*sin a

Pc =2*a*b*sin a + 2ahg + 2bh2 =2(ahZ +ahy + absin a)

V=Pp*h

Graniastostup prosty, ktérego podstawy sa wielokatami foremnymi nazywamy
graniastostupem prawidlowym.

W graniastostupie prawidtowym $ciany boczne sg figurami przystajgcymi.

Jezeli graniastostup ma w podstawie wielokat o n-katach to:

- liczba $cian s=n+2
- liczba wierzchotkow W =2n
- liczba krawedzi k= 3n

- n —ilos¢ wierzchotkéw (bokdw, katéw) podstawy

a

Prostopadtoscian - graniastostup prosty, ktérego wszystkie $ciany s3 prostokatami
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Prostopadtoscian

Py =2(ah+bh),
h P.=2ah+bh+ab)
V =abh

Po =2*(a+b)*H = (2a+2b)*H =L*H =2p *H
Pole boczne = (Obwdd podstawy) * H=2p*H 2p —obwdd podstawy =L

a, b - krawedzie podstawy
I ¢ - krawedL boczna

I d - przekatna prostopadtoscianu
™4 ¢
I o kat nachylenia przekatne prostopadtoscianu
: do ptaszczyzny podstawy
a
.)_ [—
s ‘ &

Pole powierzchni catkowite)
. =2ab+ 2bc + 2ac
Objetosé prostopadioscianu

V=abc

Diugosé przekatnej prostopadtoscianu o krawedziach dlugoseia, bic
d=+va2+b*+¢?

H = ¢ — wysokos¢ prostopadtoscianu

P = 2Pp + Pb - pole catkowite

P = 2ab + 2ac + 2bc

V = a*b*H - objetos¢ prostopadtoscianu
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Prostopadioscian jest szczegolnym rodzajem graniastoshupa.
Kazda jego sciana jest prostokatem,
a dowolne dwie sciany sa do siebie rownolegle, albo prostopadie.

5
C/T / Przekatna prostopadtoscianu |d = \/a? + b? + ¢2

Przekatna podstawy d1= Vva?+ b?

d c Przekatne Scian bocznych
d2=v(a? +c?)

d3=v(b2 +c2)

Pole powierzchni prostopadfoscianu

a P. = 2ab + 2ac + 2bc = 2(ab + ac + bc)

Objetos¢  V = abc

Pc=2*Pp +Pb
Pp=a*b
2Pp =2ab
Pb = L*H = 2p*H = (2a+2b)*c = 2ac + 2bc

Pc = 2ab + 2ac + 2bc = 2(ab + ac + bc)

W podstawie: prostokat o wymiaracha * b

Liczba $cian 6
Liczba wierzchotkéow 8
Liczba krawedzi 12
Prostopadlo$cian
' P_.=2ab + 2bc + 2ac
|
| &
| d V' =abc
c |
|
J—\ d=+a?+ b +c?
?ﬁLﬁﬁﬁf )
[

c/d =siny
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PROSTOPADLOSCIAN VW podstawie: prostokat o wymiaracha * b

Katy miedzy przekatna prostopadtoscianu
a scianami

sina = ald d—«!a2+b‘?+52

tga = afdbc d
sinf =b/d

tgp =b/d_

sinY =c¢/d
tgY = c /dy Gap =

_ .. .. Liczba Scian
H=c- stnlmsc prostopadioscianu Liczba wierzchotkéw 8
[P = 2Pp +Pb} pole catkowite Liczba krawedzi 12

Pp=a*h: Pb=L*H= L* =2(a+b)*c

IP'= 2ab + 2ac + 2bc = 2*(ab + ac+ bc)|= 2ab + 2(a+b) * ¢ = 2ab + L*c ;
L="2a+ 2b = - obwod podstawy

V=Pp*H =abc objetosé prostopadioscianu

d :Jag + bE + ;;2 Przekatna prostopadioscianu

Szescian - graniastostup prosty, ktérego wszystkie $ciany sa przystajacymi kwadratami
Szczegdlny przypadek prostopadtoscianu.

a
a |

’ a - krawedz szescianu

. |\ a H = a - wysokos¢
1 d - przekatna szescianu

= ,
= @  d1- przekatna podstawy = a*V2
a

Pole powierzchni catkowitej P, = 64’

Objetosé szescianu  V=a’

Diugoéé przekatnej szeécianu |d = ay/3

Dlugos¢ promienia kuli wpisane; r =

3 |pe
=]

Dlugosé¢ promiema kuli opisane; R =

t.)loa
[~ %
[l
4]
(5] B
wil
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Siatka szescianu
a

Szescian

W podstawie: kwadrata x a
Liczba scian: 6

Liczba wierzchotkdéw: 8
Liczba krawedzi: 12

przekatna szescianu

Y 4

D\

a/

przckatna podstawy d1 = av2

V3

Graniastostup trojkatny

Stereometria
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H

b

a,b, ¢ — dtugosci krawedzi podstawy

H

— wysokosé
Graniastostup trojkatny ma 5 scian, Y krawedzi, 6 wierzchotkéw

Graniastostup prawidtowy tréjkatny — w podstawie ma tréjkgt rdwnoboczny
Graniastostup prawidtowy trojkatny
2 =
a a v
—3ah+2 2 =3ah+ >

ol

(I
Graniastostup prawidfowy tréjkatny ma w podstawie trojkat rownoboczny

(l

Objetosc i pole catkowite liczymy tak samo jak dla wszystkich graniastostupow
V=F, -H P.=2P,+ P,

H - wysokosé
pole podstawy (tréjkata)
P}, — pole powierzchni bocznej (suma pél prostokatéw)

Siatka
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Siatka graniastostupa prawidiowego tréjkatnego

Ostrostup

Ostrostupem nazywamy wieloscian, ktérego jedna $ciana, zwana podstawag ostrostupa,

jest dowolnym wielokgtem, a pozostate Sciany, nazywane $cianami bocznymi ostrostupa,

sg tréjkatami o wspdlnym wierzchotku

Wspadlny wierzchotek $cian bocznych ostrostupa nazywamy wierzchotkiem ostrostupa.

Rzut prostokatny wierzchotka ostrostupa na ptaszczyzne podstawy nazywamy spodkiem wysokosci
ostrostupa.

Wysokoscig ostrostupa nazywamy odcinek tgczgcy wierzchotek ostrostupa ze spodkiem wysokosci
ostrostupa.

Ostrostup moze mie¢ w podstawie dowolny wielokat.
Mdwimy, ze ostrostup jest prawidtowy jezeli ma w podstawie wielokat foremny.

Stereometria
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Ostrostup

Sume powierzchni wszystkich Scian bocznych ostrostupa nazywamy powierzchnia boczna
graniastostupa.

Sume powierzchni bocznej i podstawy ostrostupa nazywamy powierzchnig catkowitg
ostrostupa.

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa o polu podstawy P,

i polu powierzchni bocznej P, jest rowne:

P.=P,.P,

Objetos¢ ostrostupa o polu podstawy P, i wysokosci H jest rowna
V=1/3*P,*H

Ostrostup prawidtowy czworokatny - to taki ostrostup, ktéry ma w podstawie
czworokat foremny, czyli kwadrat.

Wierzchotek takiego ostrostupa lezy doktadnie nad srodkiem podstawy.

W zwigzku z tym ostrostup prawidtowy czworokatny ma cztery identyczne Sciany

boczne, ktére sg trojkgtami rwnoramiennymi.

Spodek wysokosci ostrostupa lezy na przecieciu przekatnych kwadratu w podstawie.

Stereometria 13



Wz6r na pole powierzchni ostrostupa prawidtowego czworokatnego:

Pc=Pp+ Pb=a’+4-1/2*a*h = & + 2*a*h

gdzie:

Pp - pole podstawy ostrostupa

Pb - suma pdl $cian bocznych ostroshupa

Wz6r na objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego:
V=1/3-Pp-H=1/3*a*+~H

gdzie:
Pp - pole podstawy ostrostupa
H - wysokos¢ ostrostupa

Kgty w ostrostupie

« Katnachylenia sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy; * Kat nachylenia krawedzi bocznej do krawegdzi podstawy:

N o

« Katnachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy: + Kat migdzy Scianami bocznymi ostrostupa

Stereometria 14



Ostroslupy

Pole powierzchni calkowitej: P, = Py + P,
Objetosé ostrostupa: V = %Pp -H

Czworoscian foremny

]Dc:a'?'\/3
vags

Czworoscian foremny - podstawa i $ciany boczne — tréjkaty réwnoboczne o krawedzi a

Pc=a’*Vv3 V=1/3*Pp*H

Trojkat rownoboczny — podstawa ostrostupa prawidtowego tréjkatnego

lub czworoscianu foremnego

trojkat réwnoboczny:

V=1/3*a’*v12

a\3
W=

2 aV3
R=32"3

1 a3
— ._h:—-.—
R Tl

Stereometria
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Czworoscian foremny — ostrostup prawidlowy tréj-
katny, ktorcgo wszystkic $ciany sa przystajacymi
trojkatami rGwnobocznymi.

HA2 =af2 - RA2 =af2-3*ar2/9 =2a”2/3

Hzgu

Wysoko$¢ czworoécianu: H = —a

Objetosé czworoscianu:

ol (

1]

3a3\/2

1

1 (t2\/§ \/6
V=-——.—a

3 4 3
V_a3 18_(13\/9-2_
36 36

12

36

Ostrostup o podstawie rombu — dane przekatne

Stereometria
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Obwadd i pole rombu o danych
przekatnych d1 i d2

ol

d1/2 an2 = (d1/2)A2 + (d2/2)r2
d2/2 _
/ Al a2 =(d1A2+d2n2)/4
: L=4a
a a:—2 di+ d22 p=d1*d2/2
\

Przyktad

a

Ostrostup prawidtowy n—katny
(podstawa ma n wierzchéw, n bokéw, n katow)

Ostrostup prawidtowy n-katny

V=13"Pp*H
Pb=12%a*hs=n2%a"hs

P=Pp+Pb

Pb=n/2*a*hs P=Pp+Pb V=1/3*Pp*H

Oblicz obwdd i pole rombu, ktérego przekatne maja dtugosc Gem i Scm.

Szesciokat foremny — podstawa ostrostupa prawidtowego 6-katnego
R=a, r=vVv3/2*a

Przekatne: najdtuzsza: d1=23, krétsza: d2=a*v3

Stereometria
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promier okregu wpisanego

<W//\y

Ve

/50

Pp=6* i*a*Vv3/2*a= 6*a’* v3/4= a’* v3/2

Ostrostup sciety

Pc =Ppl +Pp2/+Pb

V = 1/3*h*(Pp1 + Ppd + ¥ [Pp_*Pp2)

Zaleznosci miedzy liczbg wierzchotkéw, krawedzi i Scian w wieloscianach

w—-k+s=2

Stereometria

18



Graniastostup:

W =2n k=3n
Ostrostup:
w = n+l k=2n

Skala podobienstwa bryt:

Pr1/Pg2 = k? Vp1/ Vp, = k*

s = n+2

s=n+l

Stereometria
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Walec

Walec

Pole podstaw walca: P, = wr?
Pole powierzchni bocznej: P, = 27rH
Pole catkowite: P. = 2P, + P, = 2712 + 2nrH

Objetoéé walca: V = w2 H

H - wysokoéé walca
r  — promien podstawy (kota)

Powierzchnie walca mozna rozcig¢ na dwa
kota i prostokat o bokach 277 i H

Siatka walca

P, H
Walec:
Pp=n*r® Pb=2*m*r*H Pc=2*Pp+Pb=2nr(H+r)
Kula
kula sfera
r
O

O - $rodek kuli/sfery
r - promien kuli/sfery

Pole powierzchni catkowitej kuli P, = 4qrr2

obijetosé kul = %MB

Kula:
P=4/3*n*R*=n*d> V=4/3*n*R*=1/6 * i * d*

Stereometria
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Stozek

r — dtugo$¢ promienia podstawy, | = R — dtugo$é tworzacej stozka

powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu

Stozek

os abrotu

tworzaocn
stozka
-
I /R
a5 1
podstawa stozka
diae P' =ar
$rednica ' P, =marl
r promien P,=P,*P~
kat rozwarcia stozka P e+ el

a  kat nachylenia tworzacej
do plaszczyzny podstawy

l’=%1|:r’ll
Pp=rtr2
Pb=m*r*|
Pc=Pp+Pb=nr?+n*r*I=nr(r+l)
V=1/3*Pp*H

B[rad] =2nr/I
B°=2mrr/l *(360/2n) = 360° * r/I

B° =360° * r/I

cosa=r/l=B/360°

noczne) stozka

L = 2171 - diugosc luku rozwiniecia powlerzchol

[B=L/R=U1=2m111]

[

- kat $rodkowy rozwinieca stozxa
w meerze lukowe) - radianach

B= B (3602n) =277 /1 *360/2n = 360 A

B=360"m| wslopmach

m=p /360 =cosa

cosa=r/l =8 /360

cosa:T=r—R-i.
360

« L —qeq+.L
p=360° ~=360" -

— pole podstawy stozka

- pole powierzchni boczne) stozka

- objgtosé stozka

P =qr(r+1) - polc powicrzchni catkowitej stozka

Stereometria
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Stozek

B:

B =360 "ri

powierzchnia boczna
stozka (wycinek kota

- obwdd podstawy stozka

0 promieniu /)

podstawa stozka

- diugos¢ fuku rozwiniecia stozka

— pole podstawy stozka i PRy réwnej obwodowi podstawy

L = 2177r - diugosc fuku rozwiniecia powierzchni

P, =mrl | — pole powierzchni bocznej NSk
£ o Pn i 5 [oBic Cakowite E: L/R=U1=211"r/|-kat Srodkowy rozwiniecia stozka
P =n + nrl w mierze fukowej - radianach
l | ) hni B= B*(360/2m) =2m"r /| * 360/211 =360 * 1/l
Fy=mxx ]| = polcpowietzcin B=360"rl w stopniach

1
V=—nr'H
31tr

}k 1ol S 7k
catkowitej stozka =P 1560 =cosq

— objgtos¢ stozka cosa=r/l =B /360

cosa:r—:r— :
| R 3w
r
R

B=360% T =360~
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Czasza kuli

Czasza kuli

Czasza kuli - kazda z czesci, na kiore dzieli
sfere ptaszczyzna tnaca

12 =R? _(R-h2 =h(2R-h)=(2R-h) *h

r=\[(2R-h) *h
P=2mRh

r - promien podstawy czaszy
R - promien kuli

h - wysokosc czaszy

P - pole powierzchni czaszy

|OA| =10B| =R
|01 B =r
|001|=R-h
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