Statystyka matematyczna
Elementy statystyki opisowej

Srednia arytmetyczna — inaczej $rednia lub przecietna z n liczb x4, X5, ... X, dlan 2 1
jest to liczba x;, okreslona wzorem:

Xs= (X + X+ ...+ X,)/n

Najczesciej oznacza sie srednig arytmetyczng jako x nadkreslone:

5= X, tx, t..tx _ _1 Z" .
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Przykfad:

Srednia arytmetyczna liczba: -1, 0, 1, 4, 6:
Xs=(-1+0+1+4+6):5=10:5=2

Srednia arytmetyczna z ciggu ztozonego z tej samej liczby jest réwna tej liczbie.

Przykfad:
Srednia z liczb: 12, 12, 12, 12 wynosi 12, bo:

(12+412+12+12)/4=4%12:4=12
W przypadku podanych liczebnosci kolejnych danych x;, srednia xs; wyraza sie wzorem:

Xs= (N1*X1 + ny*x + o+ N *xi) /(N + N+ ..+ ny)

Liczebnosci mozna potraktowac jak wagi i wzér jest analogiczny jak dla sredniej wazonej

Przykfad
Wartos¢ X; 0 1 2
Liczebno$é n; 4 2 3 1

Xs = (n1*x1 + n2 *x2 + n3*x3 + n4*x4)/ (n1 + n2 + n3 + n4)
Xs=(0*4 +1*2+2*3+3*1)/(4+2+3+1)=1.1

W przypadku podanych czestosci (gdzie suma czestosci rowna sie 1)
Xs = X1*C1+ X2 & C+...+ Xn*Cn

Warto$é x; 1 2 3 4 5 6

Czesto$é G 0 0,09 0,41 0,35 0,10 0,05

Xs =1*0+2*0,09 + 3*0,41 + 4*0,35 + 5*0,10 + 6*0,05 = 3,61




Srednia wazona liczba Xy, Xy, ... X,, z Wagami réwnymi odpowiednio p1, Pz, - Pn
Jest to liczba x, okreslona wzorem:

Xp = (X1*p1 + X2*P2 + «o. Xn*Pn)/ (P2 + P2 + ... Pn)

pi—waga (power) - liczba dodatnia

wagi - liczby dodatnie okreslajgce waznos$é poszczegdlnych sktadnikdw sumy
(znaczenie, waznos¢, czestos$é wystepowania.
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Przyktad 1:
Srednia wazona liczb -1, 0, 1, 4, 6 z wagami odpowiednio: 1, 2, 3,4, 5
Xp=(-1¥1+0%*2+1*3+4*4+6*5)/(1+2+3+4+5)=3,2

Przyktad 2:

W pewnej klasie uzyskano nastepujgce oceny ze sprawdzianu:

6 —1 osoba, 5 -2 osoby, 4-3o0soby, 3-50séb, 2—-6 0s6b, 1 -4 osoby.

Oblicz $rednig ocene ze sprawdzianu.

Xp=(6*1+5%2+4*3 +3*5+2*6+1%4) /(1+2+3+5+6+4)=(6+10+12+15+12+4)/49 =
59/15=3,93

Odpowiedz: Srednia ocena ze sprawdzianu w klasie wynosi 3,93.

Dominanta (moda) - wartos¢ wystepujgca najczesciej.

W niektérych przypadkach istnieje kilka dominant.
http://pl.wikipedia.org/wiki/Dominanta_(statystyka)

Dominanta (wartos¢ modalna, moda, wartos¢ najczestsza) to jedna z miar tendencji centralnej,
statystyka dla zmiennych o rozktadzie dyskretnym, wskazujgca na wartosc o najwiekszym
prawdopodobieristwie wystgpienia,

lub wartos¢ najczesciej wystepujgca w probie.

Dla zmiennej losowej o rozktadzie ciggtym jest to wartosc, dla ktorej funkcja gestosci
prawdopodobieristwa ma wartos¢ najwiekszq.

Przyktad 1

Podaj dominante z liczb: 6,2,4,6,1,6,4

Czesto$¢ wystepowania: 6 — 3 razy, 4 — 2 razy, pozostate liczby 1 raz
Rozwigzanie: Najczesciej wystepuje liczba 6, ktdra jest dominantg zestawu liczb.

Przyktad 2

Liczba 3 4 6 7 10
Czestosé 4 3 4 4 2
wystepowania

Trzy liczby powtarzajg sie tak samo czesto, zatem sg trzy dominanty.
Sagto:3, 6,7.
Odpowiedz: Sg trzy dominanty: 3,6 i 7.

Przyktad 3


http://pl.wikipedia.org/wiki/Dominanta_(statystyka)
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Wartosé modalna dla tego rozktadu wynosi 3, bo tam jest najwieksze prawdopodobienstwo.

Zastosowanie dominanty

http://pl.wikipedia.org/wiki/Dominanta (statystyka)

Dominanta moze by¢ szczegdlnie uZyteczna, gdy wartosci zmiennej obserwowanej nie sq liczbowe
a opisowe - co uniemozliwia (bez przypisania wartosci liczbowych) zastosowania

m.in. mediany czy sredniej arytmetyczne;.

W zbiorze {jabtko, gruszka, jabtko, pomarancza, gruszka, banan, jabtko} dominantq jest jabtko;
w klasie jest 5 brunetek, 3 blondynki i 4 szatynki - dominantq jest brunetka.

Dominanta jest niedoceniana w zagadnieniach spotecznych czy ekonomicznych

np. przy analizowaniu zagadnien ptacowych gdyz lepiej od powszechnie stosowanego Sredniego
wynagrodzenia

oddaje strukture wynagrodzen.

Np. w sklepie pracuje 5 osob: kierownik z wynagrodzeniem 10000 zt; zastepca 7000 zt i trzech
sprzedawcow po 1000 zt

- Srednie wynagrodzenie to 4 tysigce a najczestsze (dominanta) to 1000 ztotych.

Mediana — wartos¢ srodkowa n liczb x;, x5, ... X, uporzadkowanych niemalejaco

to liczba dzielgca ten zestaw na 2 czesci o réwnej liczebnosci.

Mediana m, dzieli zbidr danych wartosci na dwie czesci tak,

ze liczba danych, ktérych wartosci zmiennej s mniejsze od mediany,

jest réwna liczbie danych, ktérych wartosci zmiennej sg wieksze od mediany.

Mediana (zwana tez wartoscig Srodkowg, wartoscig przecietng lub drugim kwartylem)

— w statystyce warto$é cechy w szeregu uporzgdkowanym, powyzej i ponizej ktérej znajduje sie
jednakowa liczba obserwacji.

m, = X nzi . gdy n jest liczbg nieparzysta

Xn + X
_ 2 E + ] . .
m, = gdy n jest liczba parzysta
2
Mediana m.
Me = X (n+1)/2 gdy n jest liczbg nieparzysta
me = (X n/2 ¥ X (n/2+1) / 2 gdy n jest liczbg parzystg

Przyktady — liczby uporzadkowane rosngco

1)

n jest liczba nieparzystg — mediana jest liczbg srodkowa
-3 0 1 5 9



http://pl.wikipedia.org/wiki/Dominanta_(statystyka)

n=>5, (n+1)/2= (5+1)/2=6/2 =3

Me = X3 = 1

2) n jest liczbg parzystg — mediana jest Srednig arytmetyczng 2 liczb sSrodkowych
-2 -1 1 3 5 10

n/2=6/2=3

nf2+1=3+1=4
Me=(x3+x)/2=(1+3)/2=2

Przyktady — liczby nieuporzgdkowane

Przyktad 1

Podaj mediane z liczb: 2, 7, 12, 3, 9.

Najpierw porzadkujemy liczby: 2, 3, 7, 9, 12
n =5 (nt1)/2=6/2=3

Me=X3=7

Przyktad 2

Oblicz mediane z liczb: 7, 4,6,4,7, 1, 9.

Po uporzagdkowaniu rosnaco: 1, 4, 4, 6, 7, 7, 9
me = 6.

Przyktad 3

Oblicz mediane z liczb 12, 6, 24, 18, 40, 8

Po uporzagdkowaniu: 6, 8, 12, 18, 24, 40

me = (12 + 18)/ 2= 15

Rozstep R - rdznica miedzy najwieksza i najmniejszg z liczb w zbiorze

(lub réznica miedzy najwyzszg i najnizszg zaobserwowang wartoscig zmiennej).

Jest to jedna z prostszych miar rozrzutu.

Rozstep pokazuje zatem jedynie jaki jest zakres obserwacji nie informuje w zaden sposéb co dzieje
sie "w srodku" tego zakresu

np. jaka wartos¢ wystepowata najczesciej, czy jaka jest srednia dla tego zbioru obserwacji.

http://pl.wikipedia.org/wiki/Rozst%C4%99p

Rozstep jest najprostszq z miar rozrzutu, mato precyzyjng,

gdyz opiera sie tylko na dwu zaobserwowanych wartosciach zmiennej, a pozostate wartosci nie majg
wplywu na jej wielkosc.

Przyktad zastosowania:

w pedagogice w analizie ilosciowej wynikow egzaminowania rozstep bywa obliczany dla uzyskania
wstepnej orientacji

co do rezultatéow egzaminowania albo wtedy,

gdy chodzi wytqcznie o kraricowe wyniki.

http://www.naukowiec.org/wiedza/statystyka/rozstep 711.html

Dwie grupy oséb poproszono o ocene na dziesieciostopniowej skali.

W jednej grupie najnizszy wynik wynosit 3, najwyzszy 9.

W drugiej grupie natomiast wynik najnizszy to 1 a najwyzszy 9.
R1=X1max-XI1min=9-3=6

R2=X2max-X2min=9-1=8

Widzimy zatem, Ze w grupie 2 zakres odpowiedzi byt wiekszy niz w grupie 1.
Oznacza to, ze w grupie 2 udzielano bardziej skrajnych odpowiedzi niz w grupie 1.



http://pl.wikipedia.org/wiki/Rozst%C4%99p
http://www.naukowiec.org/wiedza/statystyka/rozstep_711.html

Miare tq czesto stosuje sie dla takich zmiennych jak wiek oséb badanych czy uzyskiwany dochdd.
Rozstep informuje nas wtedy, jak duza byta dysproporcja pomiedzy osobg najmtodszq a najstarszg,
pomiedzy osobqg o najnizszych dochodach a najwyzszych. Okresla jak duzZa jest ta rdznica.

Odchylenie wartosci x od sredniej arytmetycznej
d=x-Xx

Przykfad
x1=4, x2=-3, x3=2
Xs=x= (4-3+42)/3=1

X;—x=4-1=3
X -Xx=-3-1=-4
Xz3-X=2-1=1

Odchylenie bezwzgledne elementu zbioru danych statystycznych to warto$é bezwzgledna réznicy
wartosci

dla tego elementu x; i pewnego ustalonego punktu x.

d=|x; - x|

Za ustalony punkt, od ktérego liczone jest odchylenie bezwzgledne,

przyjmuje sie zazwyczaj mediane lub srednig arytmetyczna.

Dla przyktadu wyzej:

dl=|x;—x|=14-1|=3

d2=|x, -x|=|-3-1| =4

d3=|x3-x|=1]2-1] =1

Odchylenia bezwzgledne sg wykorzystywane przy obliczaniu sredniego odchylenia bezwzglednego.
Odchylenie srednie jest to srednia arytmetyczna odchylen od wartosci Sredniej.

Srednie odchylenie bezwzgledne (inaczej: odchylenie przecietne)

to Srednia arytmetyczna z odchylen bezwzglednych dla wszystkich elementéw zbioru danych
statystycznych.

D=3(xi—=x)/n, i=1..n n — liczebnos¢ zbioru danych

Dla przyktadu wyzej

D=(3+1|4|+1)/3=8/3=2,7

Wariancja to w statystyce klasyczna miara zmiennosci.

Intuicyjnie utozsamiana ze zréznicowaniem zbiorowosci;

Wariancja jest $rednig arytmetyczng kwadratéw odchylen (réznic) poszczegdlnych wartosci cechy od
wartosci oczekiwane;j.

Wariancja liczb x1, x2, ... xn jest to $rednia arytmetyczna z kwadratow odchylen liczb od ich wartosci
Sredniej

Y (x, — %)
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Gl = 2 n

n n




62= S(xi—=x)>/n =(xg-x)*+ (X2-X)> + ... (Xn—x)?)/n dla i=1 don
gdzie x = srednia arytmetyczna wartosci X;

x=3(X)/n=(X1+x2+...X,)/n
62= S(x)/n -x = (X2 + X2+ . +X,2) /0 -

Inna postac wzoru:
62 = Sx%/n -x, gdzie x =X, - $rednia arytmetyczna
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Odchylenie standardowe liczb od $rednie arytmetycznej — pierwiastek kwadratowy z wariancji

o= Vo’ =V (x—x)’/n =V (3(x)*/n -x) gdzie x—érednia arytmetyczna wartosci x;

W przypadku wystepowania liczebnosci danych wzory uwzgledniajgce liczebno$é:

62 = S(ni*xi—x)2/ n = n*(X-X)2 + no*(X2-X)? + ... Nic*(Xn-X)?) / (ny+nz+...0y)

k
n, (x,—x)*+ n; (x, — XYt + nx, —Xx)? Z“(.\‘I —X)?
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Analiza doktadnosci

Odchylenie wartosci od sredniej arytmetycznej
Vi = X; — Xs — odchylenie wartosci xi od $redniej arytmetycznej xs

Odchylenie przecietne
d=(xi=Xs| + [xa=Xs| + ot [Xn=Xs|) /n=(|vi] + [va| + ..+ [va| ) /n=(Z]xi=%s | )/ n

Wariancja

Wariancja to w statystyce klasyczna miara zmiennosci.

Wariancja informuje o tym, jak duze jest zréznicowanie wynikéw w danym zbiorze wynikéw
0% = [ (x1 =% )"+ (2 =% )* + .+ (=% )* ]/ n = (Z(xi = %)*) / n




Odchylenie standardowe

Odchylenie standardowe — klasyczna miara zmiennosci, obok sredniej arytmetycznej najczesciej
stosowane pojecie statystyczne.

Odchylenie standardowe jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji.

0=V ([ =% )"+ (=X )* + e + (X0 =%5)*1 /1) =V (2= x)*) / )

o=Vo

Wspotczynnik zmiennosci v — odchylenie wzgledne
v =0 /% ¥*100%

Wspotczynnik zmiennosci to klasyczna miara zréznicowania rozktadu cechy.
W odrdznieniu od odchylenia standardowego, ktére okresla bezwzgledne zréznicowanie cechy,
wspdtczynnik zmiennosci jest miarg wzgledng, czyli zalezng od wielkosci Sredniej arytmetycznej.

Przykfad
Obliczenie Sredniej ocen z analizg doktadnosci

Obliczenie sredniej ocen, odchylenia przecietnego,
wariancji i odchylenia standardowego

Lp x(i) v(i) = x(i) - x|] x(i) - x| |v{i)*2
1 5 2 2 4
2 4 1 1 1
3 3 0 0 0
4 3 0 0 0
5 3 0 0 0
6 2 -1 1 1
7 1 -2 2 4
Suma 21 0 [§ 10
srednia 3 0,86
Srednia =217 3
Odchylenie przecietne d =217 0,86
Wariancja sigma”2 =27 1.43
Odchylenie stand. sigma :'ien-.-'iastek-:E-"?:|: 1,20
Wspétczynnik zmiennosci v |=1.20 /3 * 100% 17,07%



http://pl.wikipedia.org/wiki/Odchylenie_standardowe




