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Rachunek prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobieristwa zajmuje sie badaniem praw rzadzacych zjawiskami przypadkowymi.
Uczy w jaki sposdb ze znajomosci tych praw mozna uzyskad informacje na temat szans zajscia
interesujgcych nas zdarzen i pozwala przewidywaé przebieg tych zjawisk.

Rachunek prawdopodobienstwa jest dziedzing matematyki zajmujaca sie badaniem zjawisk losowych
(modeli zjawisk losowych) i praw rzadzacych tymi zjawiskami.

Rachunek prawdopodobieristwa pomaga obliczy¢ szanse zaistnienia pewnego okreslonego zjawiska.
Poczatki rachunku prawdopodobienistwa zwigzane sg z grami losowymi

(do ktérych nalezy np. gra w kosci) i checig poznania szansy wygranej.

Rachunek prawdopodobieristwa zaczat sie ksztattowaé w XVI wieku gdy zaczeto zauwazaé pewne
prawidtowosci w grach hazardowych.

Pierwszy dostrzegt je i probowat opisa¢ matematyk wioski Geronimo Cardano (1501-1576).
Powazniejszy rozwdj rachunku prawdopodobiefstwa nastgpit w wieku XVII dzieki pracom

P. de Fermat'ai B. Pascal'a (matematycy francuscy).

Za tworce rachunku prawdopodobienstwa jako dziatu matematyki uwazamy szwajcarskiego
matematyka Jakuba Bernoullie'go, ktéry opracowat te zagadnienia w wieku XVII.

Rachunek prawdopodobieristwa bazuje na kombinatoryce.

Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa

Pojecie, oznaczenia Opis pojecia Przyktady

Dos$wiadczenie losowe | Doswiadczenie, ktére moze byé Rzut monetg (wynik: orzet, reszka)

- czynnosc ktorq powtarzane wielokrotnie Rzut kostka do gry (np. parzysta liczba

wykonujemy w jednakowych lub zblizonych oczek, wyrzucono 4 oczka)
warunkach i ktorego wyniku nie Losowanie kul z urny (np. czerwona)
mozna jednoznacznie przewidzied. Wyijecie karty z talii (karo, as, pik..)
W praktyce kazda czynnosé, ktéra Wybér dnia tygodnia (np. sobota)
moze zakoriczy¢ sig kilkoma Losowanie totolotka (trafienie 3 z 49
nieprzewidywalnymi wynikami. liczb)




Bezawaryjna praca jakiegos urzadzenia

Zdarzenie elementarne
w

Zdarzenie elementarne jest
to najprostszy (pojedynczy)
wynik doswiadczenia
losowego.

Kazdy mozliwy wynik doswiadczenia
losowego.

Zdarzenie (tylko jedno!) jakie moze
wydarzy¢ sie w doswiadczeniu losowym.
Liczbe zdarzen elementarnych zdarzenia
A oznaczamy zwykle jako [A]

lub A nakreslone.

Wyrzucenie na kostce 6 oczek.
Wypadta reszka w rzucie moneta.

W rzucie monetg s3 2 zdarzenia
elementarne: wypadt orzet: w,={0}:
Rzucamy 2 symetrycznymi monetami:
w;={0, 0},, w,={0, R}, w;={R, O},
ws={R, R},

Zbior zdarzen
elementarnych -
przestrzen zdarzen
elementarnych

Q

Zbidr wszystkich mozliwych zdarzen
elementarnych w

dla danego doswiadczenia losowego
—oznaczamy Q

Przestrzen zdarzen elementarnych
mozna zapisa¢ w postaci: Q= {w;,
Wy,.. Wy}

W rzucie monetg Q = {0, R}

W rzucie 2 monetami:

Q={(0, 0), (O, R), (R, 0), (R, R)}
W rzucie kostka:
0={1,2,3,4,5,6}

Zdarzenie losowe

A

zbidr jednego lub kilku
zdarzen elementarnych

Dowolny podzbidr wszystkich
zdarzen elementarnych - przestrzeni
zdarzen elementarnych Q
Nazywamy zdarzeniem losowym
albo krétko zdarzeniem
Zdarzenia losowe oznaczamy
wielkimi literami alfabet:

A B,GC,..

W rzucie 2 monetami, np.

A — na jednej monecie wypadt orzet O,
a na drugiej reszka R

Wypadta parzysta liczba oczek w rzucie
kostka — {2, 4, 6}

Wybrano dzier powszedni.

Zdarzenie elementarne
sprzyjajace zdarzeniu A
Zdarzenie, ktore spetnia
warunki zdarzenia
losowego

Jezeli A jest zdarzeniem losowym, to
zdarzenie elementarne w,

takie, ze w € A, nazywamy
zdarzeniem elementarnym
sprzyjajgcym zdarzeniu A

Np. wyrzucenie orta
Wyrzucenie parzystej liczby oczek
Wyrzucenie 6 na kostce

Zdarzenie pewne
A=Q

Zdarzenie losowe, ktédremu sprzyjaja
wszystkie zdarzenia elementarne
tworzace zbiér Q

W rzucie monetg wypadt orzet lub
wypadta reszka
A={0O, R}

Zdarzenie niemozliwe
A=0

Zdarzenie losowe, ktéremu nie
sprzyja zadne zdarzenie elementarne
nalezace do zbioru Q

W rzucie moneta wypadta szdstka

Zdarzenie przeciwne
do zdarzenia A
AI

Zdarzeniem przeciwnym do
zdarzenia A, nazywamy zdarzenie A’,
ktoremu sprzyjajg te zdarzenia
elementarne przestrzeni Q, ktore
nie sprzyjajg zdarzeniu A.

Niech Q oznacza zbidr wszystkich
mozliwych wynikédw pojedynczego rzutu
kostkg Q=1{1, 2,3,4,5, 6}

za$ A niech oznacza zdarzenie "wypadta
liczba oczek bedaca liczba pierwsza"
A={2,3,5}

Wéwczas A’ = {1, 4, 6}

Moc zbioru — liczba
elementow
skoiczonego zbioru A
|A]

Liczba elementéw danego zbioru A
Oznaczamy symbolicznie: |
Al, nalub

A

[ {dni tygodnia}| =7

llo$¢ zdarzen
elementarnych,

Liczba wszystkich mozliwych zdarzen,
moc zbioru

|{dni powszednie}|=5

moc zbioru

n(Q), 19|

llos¢ zdarzen Liczba zdarzen sprzyjajacych, |A|= [{2,4,6}=3
sprzyjajacych moc zbioru A

n(A), |Al




Dziatania na zdarzeniach

Dziatanie

Zapis dziatania

Opis

Suma zdarzen Ai B

AUB

Zdarzenie, ktéremu sprzyjajg wszystkie
zdarzenia elementarne sprzyjajace A lub B

lloczyn zdarzeA A i B ANB Zdarzenie, ktéremu sprzyjajg wszystkie
zdarzenia elementarne sprzyjajace jednoczesnie
AiB
Réznica zdarzen Ai B A\B Zdarzenie, ktéremu sprzyjajg wszystkie
zdarzenia elementarne sprzyjajace A i
niesprzyjajace B
Zdarzenia roztgczne ANB =0 Czes¢ wspdlna zdarzen jest zdarzeniem
(wykluczajgce sie) Ai B niemozliwym
Zdarzenie A’ A Zdarzenie takie, ze A’=Q \ A
przeciwne do zdarzenia A A=0Q\A Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia
ANA =0 niemozliwego jest zdarzenie pewne
AUA =Q
Klasyczna definicja P(A) = |A]l / |Q] |A] - liczba elementéw zbioru A,

prawdopodobienistwa

|Q] - liczba elementéw zbioru Q

Liczba wynikow doswiadczenia losowego. Reguta mnozenia i reguta

dodawania

Przedstawienie wynikéw rzutu 2 kostkami w postaci graféw — drzewa stochastyczne




GRAFY ILUSTRUJACE DOSWIADCZENIA LOSOWE

Rrzucamy 2 symetrycznymi kostkami do gry

| Mozliwe wyniki na I kostce
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Liczba wszystkich mozliwych zdarzen (moc zbioru): |Q| = 6*%6 =36

Przedstawienie wynikoéw rzutu 2 kostkami w postaci tabeli

Mozliwe wyniki na Il kostce
1 2 3 4 5 6
1 (1,1) (1,2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)
Mozliwe 2 (2,1) (2,2) (2,3) (2, 4) (2,5) (2,6)
wyniki 3 (3,1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)
na lkostce 7y 4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)
5 (5,1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)
6 (6,1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

Liczba wszystkich mozliwych zdarzen (moc zbioru): |Q| =6*6 =36

Liczba wszystkich mozliwych zdarzen (moc zbioru) oznaczamy |Q|
Liczbe elementdéw skoriczonego zbioru A oznaczamy symbolicznie |A| lub ny

Reguta mnozenia

Jezeli wynik pewnego doswiadczenia losowego zalezy od kolejno podejmowanych decyzji,
to liczba wszystkich réznych wynikéw tych decyzji rowna sie ny*ny* ...ny

jezeli:

n; — liczba mozliwosci wyboréw przy podejmowaniu | decyzji

n, - liczba mozliwosci wyboréw przy podejmowaniu Il decyzji

n - liczba mozliwosci wybordw przy podejmowaniu k-tej decyzji, czyli decyzji ostatniej




Przyktad:
Ze zbiorow A1 ={3,5, 7}, A2 ={1, 2}, A3 ={4, 6} wybieramy kolejno po jednej cyfrze i tworzymy
liczbe 3-cyfrowq. Pierwszq cyfre wybieramy ze zbioru A1, drugq z A2, trzeciq ze zbioru A3.

AN A

1 2

//\/\/\/\2\

4 6 4 6 4 6 4 6 6 6

llos¢ mozliwych zdarzen elementarnych tego doswiadczenia: |Q| =3*2*2=12
Q ={314, 316, 324, 326, 514,516, 524, 526, 714,716, 724, 726}

llos¢ liczb, ktorych cyfra setek jest cyfra 3 lub cyfra 7: |A| = 1%2*2 + 1*¥2**2

Liczby: 314, 316, 324, 326, 714,716, 724,726

Reguta mnozenia
Jezeli zbiér A ma m elementdw, a zbiér B ma n elementdw, to liczba réznych par (x, y),
takich, ze x € A orazy € B, jest rGwna m*n

Przyktad 1:
Rzucamy 2 monetami: 2-ztotéwkowgq i 5-ztotowkowq:

Oznaczenia:

0 — otrzymanie orta na monecie 2-zt, r —reszki na monecie 2 zt
O - otrzymanie orfa na monecie 5-zt, R —reszki na monecie 5 zt
Mozliwe wyniki doswiadczenia: 00, oR, rO, rR

llo$¢ zderzen (par) =2*2 =4

Przyktad 2:
Rzucamy 2 szesciennymi kostkami do gry: niebieskq i czarng.

Mozliwe wyniki:
11 21
12 22

31 41 51 61
32 43 52 6 2
16 26 36 46 56 6 6
Liczba zdarzen: 6 * 6 =36 (rozrézniamy wyniki takie jak 2 3 i3 2)

Przyktad 3:

lle jest punktow ptaszczyzny, ktorych pierwsza wspotrzedna x nalezy do zbioru: A={1, 2, 3, 4, 5},
a druga do zbioru B ={1, 2, 3}?

|A] =5, |B| =3, |A|*|B|=5*3=15

Reguta mnozenia sformutowana bardziej ogdlnie
Jezeli pewien wybdr polega na podjeciu n decyzji,
przy czym

decyzje pierwszg mozna podjgé na k; sposobdw,
druga na k, sposobdw, ...,




n-tg na k, sposobdw,
to takiego wyboru mozna dokonaé na
ki*ko*...*k, sposobdw

Przyktad
lle moze by¢ numerdw rejestracyjnych majgcych na poczqtku 2 litery, a nastepnie 5 cyfr,

jesli mogq w nich wystepowac tylko litery WA oraz cyfry 1, 4, 6, 8 (litery i cyfry mogq sie powtarzac)?
2 pozycje na litery, na kazdej 2 mozliwosci: 2*2 = 27,

5 pozycji ma cyfry, na kazdej 4 mozliwoéci: 4*4*4*4*%4 =4° =

llo$¢ numerdw: 2*2*4*4*4*4 *4 = 272 * 4N5 = 4*1024 = 4096

Zasada mnozenia

Jesli wybér zalezy od podjecia kolejno n decyzji, przy czym podejmujac
pierwszg decyzje, mamy d; mozliwosci,

drugg d, mozliwosci, ...

podejmujac n-tg decyzje mamy d, mozliwosci,

to wybér ten moze by¢ dokonany na

d;, *d, * ... d, sposobow

Przykfad:

Mamy 2 dtugopisy i 3 ofdwki.

Na ile sposobéw mozna wybrac zestaw ztozony z dtugopisu i otéwka?
Zasada mnozenia:

Dtugopis mozna wybrac¢ na 2 sposoby, otdwek na 3 sposoby.

Zestaw mozna wybrac¢ na 2*3 = 6 sposobdéw

Zasada dodawania

Jezeli wybér polega na podjeciu jednej z n decyzji, przy czym podejmujac te decyzje,
mamy odpowiednio d1, d2, ... dn mozliwosci, to wybdr ten moze by¢ dokonany na
d;+d, +...d, sposobow

Przyktad:
lle réznych wyrazow jednoliterowych lub dwuliterowych mozna utworzyc z wyrazu , kok”?

Zasada dodawania:

Wyrazy jednoliterowe: k, o —2 wyrazy
Wyrazy 2-literowe: ko, ok., kk — 3 wyrazy
Liczba wszystkich wyrazéow: 2 +3 =5

Reguta dodawania
Jesli zbiory A'i B sg roztaczne, to liczba elementéw zbioru A U B
rowna sie sumie liczby elementéw zbioru A i liczby elementéw zbioru B

Jesli zbiory Ai B sg roztgczne to |AUB| = |A| + |B]

Przykfad
Rzucamy 4 razy kostkq i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne cyfry liczby 4-cyfrowe;.

lle mozna w ten sposdb otrzymac liczb, ktérych suma cyfr jest rowna 67?
Suma cyfr moze by¢ réwna 6 w 2 przypadkach:
A. W zapisie liczby wystepuje trzy razy cyfra 1 oraz jeden raz cyfra 3. Sag 4 takie liczby
1113, 1131, 1311, 3111



B. W zapisie wystepuja dwa razy cyfra 2 i dwa razy cyfra 1 Jest 6 takich liczb:
1122, 1212, 2112, 2121, 2211
Razem jest: 4+6=10

Jezeli obliczajac liczbe mozliwych wynikdw doswiadczenia losowego,
w toku rozumowania uzywamy spdjnika:

i - to w obliczeniach wykonujemy mnozenie

lub - to w obliczeniach wykonujemy dodawanie

Prezentacja wynikéw za pomoca drzewa

Przyktad
Rzucono kostkg i monetq. Przyjmujemy, ze wynikiem doswiadczenia jest para (a, b),

gdzie a jest liczbqg oczek na kostce, zas b — ortem lub reszkg.
lle jest mozliwych wynikow takiego doswiadczenia?

Rzut kostka i moneta
Prezentacja za pomoca drzewa

1 2 3 4 5 6
o r o r c/\r o r o r o

Wynild doswiadczenia:
(1l.o). (1.1). (2,0), (2.1). (3.0). (3.1), (4. 0). (4.1). (5.0), (5.1). (b,0), (6,1)

Wynikow jest: 6% 2=12

wynik rzutu kostka

r  wynik rzutu moneta

Obliczanie liczby oczekiwanych wynikéw zdarzenia losowego — przyktady

Liczbe oczekiwanych wynikéw mozna zliczaé¢ réznymi metodami, m. innymi:
- za pomocg grafu

- przez wypisanie wszystkich wynikow

- za pomoca tabeli

- poprzez stosowanie reguty mnozenia i reguty dodawania

Przykfad
a) Na ile sposobdéw 3 osoby mogg stangé w rzedzie lub usigs$¢ na tawce mieszczacej 3 osoby?

Pierwsza osoba ma wybdr 3 miejsc, druga ma wybor juz tylko 2 miejsc,
a trzecia ma tylko wybdr jednego, pozostatego miejsca



1, 2, 3 - mumeracja miejsc

I osoba

7
{1 SORLY). II osoba

8 ge ‘
@!} {|@| (L) (J:ﬁ 3 G‘} ITI osoba

Mozliwe wynika:
(1L2.3), (L3.2) (21.3) (12 (3.2.1) 3*2*1 = 6 moshiwosci

|A| =3%2*1=6

b) Na ile sposobow 3 osoby mogg usigsc przy okrggtym stole, z ponumerowanymi krzestami

1, 2, 3 - muneracja miejsc

I osoba A

@ Moscha R

7
T
N

Mozliwe wyniki:
(L2.3). (L32). (213, (3.1.2). (3.2.1) 3*2*1 = 6 mozliwosci

o —@7@

III osoba

Kolejnosc mmmerow w kolejce lub krzesel dla osocb A, B, C

(A.B.C). (A.C.B). (B.A.C), (C.A.B), (C.B.A) - kolejnoi¢ oséb

Analogicznie jak wyzej. Osobie przyporzgdkowujemy krzesto.

Sg 3 osoby i 3 miejsca. |B| =3*1*1=6

bo

Pierwsza osoba ma wybdr 3 miejsc, druga ma wybor juz tylko 2 miejsc, a trzecia ma tylko wybdr
jednego, pozostatego miejsca.

c) Naile sposobéw 3 osoby mogg stang¢ w koto i ztapac sie za rece?
Osobie przyporzadkowujemy sgsiaddw. Jest 2 sgsiaddw, dlatego liczba mozliwosci jest 2.



(Y ()

N AN

(B—>A—><-C—><-B-><-A), (C-><- A—><-B—><-C-><-A)
-> - prawa reka, <-lewa reka danej osoby
ICl =2

Przyktad

a) Naile sposobdow 2 osoby mogg usigs$é na tawce mieszczacej 3 osoby?
|[A| =3*2=6

A\ 1.2, 3 - numeracja miejsc
@ @& I osoba A
TN
@ £ & @ () Tosoba B

(1,2, (1, . 3).2.D. 3.3 G.1. 3.2 - miejsca zajmowane przez osoby A iB

(A,B. ), (A, _.B), (B.A, ). (B, . A), (,B,A) - usytuowanie osob na miejscach 1,2, 3

_ - miejsce wolne

b) Naile sposobdw 2 osoby usig$é obok siebie na tawce mieszczacej 3 osoby

1, 2, 3 - numeracja migjsc

/@) /f®\ @)\ Tosoba A
T @

@ (2 IToscha B

Zajete sasiednie miejsca przez osobe AiB:

(L.2). 2.1). (2.3). 3.2

Osoby na kolejnych miejscach o mmmerach 1, 2, 3; _ puste miejsce

(A.B. ). B.A. ). (_LA.B). LB.A)
[Al=1+2+1 =4

c) Naile sposobdéw 2 osoby mogg siedzie¢ na tawce mieszczacej 4 osoby?



2 osoby, 4 miejsca na lawce.
Osoby nie musza siedziec kolo siebie

1 p) 4 Wybor miejsca przez | osobe

203 4 1 3 4 1 2 4 12 3 Wybor miejsca przez 11 osobe

|A|=4*3 =12 sposobow

d) Naile sposobdw mogg siedzie¢ 2 osoby obok siebie, na tawce mieszczacej 4 osoby?

2 osoby: AiB, lawkama 4 miejsca- 1, 2, 3. 4

1 7 3 4 Wybdr miejsca o numerze 1.4
/ \ /\ ‘ przez osobe A
7 1 3 2 4 3 wyhor sasiedniego miejsca

przez osobe B

Wvbrane miejsca przez osobe A oraz B:
(1,2). (2, 1), (2. 3), (3, 2), (3, 4. (4.3)

Usytuowanie osdb na kolejnych miejscach;  miejsce puste:

(A.B. _._). B.A._. ). CAB. ). CLB.A ). . _AB._L_BA)

Al=1+2+2+1=6

Przyktad
Spotkato sie 4 przyjacioét. Kazdy witat sie z kazdym. lle byto powitan?



Czterv osoby, kaida sita sie z kazda

Al A2 i A2 A2 tota sama para

Al Al
I sposob
A={(Al AZ) (Al L A3). (Al A4, (A2 A3) (A2 A4), (A3 A4}
II sposob

Kaida z 4 osob ma 3 powitania

(4%3)/2=1212=6

I1I sposab
A4
, A3
/ T g
Al —A3
\M
3 + 2 +1 =6

Ogdlnie: nosodb: llos¢ powitan: n*(n-1) /2

Przykfad

Pieciu przyjaciot wystato SMS “a, kazdy kazdemu. lle wystano SMS -6w?
Kazdy z 5 do pozostatych czterech.

5%4 =120

Ogdlnie: n—o0sdb: n*(n-1) mozliwosci wystania SMS -6w kazdy do kazdego

Przyktad
Oblicz ile jest

a) lle jest wszystkich liczb naturalnych 4-cyfrowych?
TSDJ - tysigce, setki, dziesigtki, jednosci
Na 1 miejscu (tysigce) moze by¢ 9 cyfr (bez zera), na nastepnych 10 — cyfry mogg sie powtarzaé
N =9*10*10*10 = 9000
lub
N =10*10*10*10 - 10*10*10 = 10000 — 1000 = 9000

b) lle jest liczb naturalnych 3-cyfrowych o réznych cyfrach?
SDJ - setki: 9 mozliwosci, dziesigtki — 10-1 = 9 mozliwosci, jednosci: 9 -1 = 8 mozliwosci (o 1 mniej)
N =9*9*8 = 648
c) llejest liczb naturalnych 3-cyfrowych parzystych
SDJ —setki: 9, D—10, J—5 (cyfry parzyste, czyli: 0, 2, 4, 6, 8)
9*10*5 =450
lub
(10*10*10-10*10) / 2 = (1000-100) / 2= 900/2 = 450 - co druga liczba jest parzysta

d) lle jest liczb 3-cyfrowych, takich, ze w zapisie 10-nym wystepuje jedna cyfra nieparzysta
i 2 cyfry parzyste?



3 cvfry, 1 nieparzysta, 2 parzyste

N - cvfra nieparzysta, P - cyfra parzysta

cvfrv: 1,3, 5,7, 9
o 5 4 cyfry parzyste oprocz 0: 2, 4, 6, 8

@ P setki

cyfry: 0,2. 4.6, 8 é 5// \ eyfiy- 0,2, 4.6, 8

@ (P dziesiatki

cyfry: 0,2, 4,6,8 5 5 ‘ 5 ovfnv1,3,5.7.9
@) 2 N) jednosci
SH5%5 4+ 4*5KS + 4*5*5 =125 + 4*(5%5 +5%5) ) = 125+ 200 = 325
Przyktad
lle jest liczb:

a) lle jest wszystkich liczb naturalnych 5-cyfrowych?
N = 9*10*10*10*10 = 9*10"* = 90000
b) Naturalnych 4-cyfrowych, ktérych cyfry sg rézne?
N = 9*(10-1)*(9-2)*(9-3) = 9*9*8*7 = 4536
c) Liczb naturalnych 4-cyfrowych nieparzystych?
N =9*10*10*5 = 4500 (cyfry mogg sie powtarzad)
d) Liczb naturalnych 3-cyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja tylko liczby nieparzyste lub tylko
liczby parzyste
N = 5*%5*5 + 4*¥5%5 = 125 + 100 = 125 (125 nieparzystych i 100 parzystych)

Przyktad
a) Naile sposobdw mozna rozmiesci¢ 3 koszule w 4 szufladach?

Kazda z 4 koszul mozna wtozy¢ do jednej z 4 szuflad — kazda ma 4 mozliwosci rozmieszczenia.
Mozliwosci rozmieszczenia jest 4*¥*4*4 = 64

N\

1 2 3 4

—

4 I koszula

II koszula

) I koszula

n=4*4%4 =43 = 64



b) Naile sposobéw mozna rozmiescic¢ 4 koszule w 3 szufladach?
Kazdg z 4 koszul mozna wtozy¢ do jednej z 3 szuflad — (kazda ma 3 mozliwosci
rozmieszczenia)

N =3*3*3*3=3"=81

Przykfad

Na ile sposobéw mozna rozmiescié
a) 6 czapek w 4 szufladach?

A*A*A*4*4*4 = 4° = 4096  kazda czapka ma 4 mozliwosci, a jest 6 czapek
b) 4 czapki w 6 szufladach?

6*6*6%6 = 6" = 1296  kazda czapka ma 6 mozliwosci, a sq 4 czapki

Przyktad
W pudetku jest 7 piteczek ponumerowanych: 1, 3, 4, 5, 6, 7, 9. Wybieramy kolejno 3 razy po jednej
piteczce i z cyfr tworzymy liczbe trzycyfrowa. Pierwsza z wybranych jest cyfrg setek, druga cyfra
dziesiagtek, trzecia cyfrg jednosci.
a) lle liczb mniejszych od 645?

W pudeliu jest 7 piteczek oznaczonych cyframi- 1, 3.4, 5.6, 7. 9.

Wybieramy 3 razy po jednej piteczce i tworzymy liczbe 3-cvfrowa. [ cyfra - seteld, II - dziesiatld, 111 - jednosci.

[le moina utworzyc liczb mniejszyvch od 6457

§11.3.4.5.6,7.9} n=7 L=645
/\

{1.3.4. 5} 6 [ pitkka setki - zostaje n =6 cyfr

dowolna z . driesiatki - zostaie 5 vt
, I pillca es1a zostaje 3 cy

pozostatych cyfr {1.3} 4 P

5 I ] 2
dowolna z dowolna z

pozostalych oyt pozostatych cyfr il.3] [Mpitka  jednosci

Liczb mniejszvch od 645 moina otrzymac:
4%p*5 + 1% (2%3 + 1*2)=132
b) lle liczb parzystych?



W pudelkcu jest 7 piteczek ozaczonych cyvframi: 1, 3.4, 5,6, 7, 9.
Wybieramy 3 razy po jednej piteczce i tworzymy liczbe 3-cyfrowa. [ cyfra - seteld, II - dziesiathd, 111 - jednosci.
[le moéna utworzyc liczb parzystych?

{1.3,4.5.6,7.9F n=7 L <645
/\
4 6 Ipilka  jednosci - zostajen =6 cyfr
6 / \6
kaidaz kazda z
pozpstalych cylr pozostahrc}] cyfr II pilkca driesiathd - zostaje 5 cvf
kaida z kazda =z . .
pozostatych cyfr pozostalych cyvfr III pilkca sethd

Wszystlkich liczb parzystych mo#na otrzymac:

n=1%6*5 + 1 *6*5=2%6*5 =60

c) llejest liczb podzielnych przez 3
Warunek podzielnosci przez 3 spetniajg tréjki cyfr:
1,3,5 1,4,7 1,5,6 1,5,9
3,4,5 3,5,7 3,6,9
4,5,6 4,5,9
5,6,7
Takich trojek jest 10.
Z kazdej tréjki mozna utworzyé: 3*2*1 = 6 rdznych cyfr
Liczb podzielnych przez 3 jest wiec: 10*6 = 60

d) lle jest wszystkich liczb 3-cyfrowych?
{1, 3,4,5,6,7,9} | =7
SDJ |S|=7, |[D|=6, |J]=5
|A| = 7%6*5 = 210

e) lle jest liczb wiekszych od 4567

1) S=4,D=5,)={7,9} > 1*1*2 = 2 mozliwosci: 457, 459

2) S=4, |D|=1{6,7,9} =3, [J] =5 1*3*5 =15 mozliwosci

3) S>4:1S|=1{5,6,7,9}| =4, |D| =6, |J| =5 > 4*6*5=120
|A| =1*1*2 1*3*5 + 4*6*5 = 1*(1*2 + 3*5) + 4*6*5 =137



W pudeliu jest 7 piteczek oznaczonych cyframi- 1,3, 4, 5.6, 7. 9.
Wrybieramy 3 razy po jednej piteczce i tworzymy liczbe 3-cyfrowa 1 cyfra - seteld, 11 - dziesiatld, 11T - jednosci.
lle moina utworzyc liczb - > 456

1.3,4.5,6,7.9y n=7 L= 456
/\
5=4 5=4 {5.6.7,.9} n==56 setki
1 _,-’\\\ 3 6
s \\
D=5 D={6.7.9} jedna z pozostalych 6 cyfr n=35 dziesiatki
2 5 5

I=1{7.9} jedna z pozostatych 5 cvft  jedna z pozostalych 5 cvfr jednosci

Wszystkich liczk =456  mozna otrzymac:

112+ 1%3%5 +4%6*5 =2+ 15 + 120 = 137

f) lle jest liczb podzielnych przez 9
Suma cyfr dzieli sie przez 9
1,3,5 4,5,9 5,67 1,9,8
Takich trojek jest 4.
Z kazdej tréjki mozna utworzyé: 3*2*1 = 6 roznych cyfr
Liczb podzielnych przez 9 jest wiec: 4*6 =24

Przykfad
Na ile sposobéw mozna z grupy liczacej 10 oséb (n=10) wybraé delegacje sktadajgcg sie z:

a) 2o0so6b (k=2)
Liczba wszystkich mozliwosci wyboru 2-osobowej delegacji:
wybor | osoby: 10 mozliwosci (ile liczy grupa) Ogdlnie: n mozliwosci (ile liczy grupa)

wybor Il osoby: (10-1) = 9 mozliwosci Ogdlnie: n-1 mozliwosci

Liczba kolejnosci w jakiej 2 osoby zostaty wybrane

wybor za | razem: 2 mozliwosci Ogdlnie: k mozliwosci (ile liczy delegacja0
wybor za Il razem: 1 mozliwosé Ogdlnie: k-1 mozliwosci

m = 10*9 / (2*1) = 90/2 = 45

b) 3 o0séb
m =10*9*8 / (3*2*1) =120

Przyktad

Na ile sposobdw mozna z grupy liczgcej 20 oséb (n=20) wybraé delegacje sktadajgcg sie z:
a) 2 osob (k=2)

m = n*(n-1)*...(n-k) / (k*(k-1)*(k-2)..*1

m =20%19 / (2*1) = 190

b) 3 0séb

m =20*19*18 / (3*2*1) = 6840/6 = 1140

c) 4 oséb

m = 20*%19*18%17 / (4*3*2*1) = 4845



Zdarzenie losowe i jego prawdopodobienstwo

Podzbidr przestrzeni zdarzen elementarnych Q nazywamy zdarzeniem losowym lub krétko
zdarzeniem.

Zdarzenia losowe oznaczamy wielkimi literami alfabetu: A, B, C, ...

Jezeli A jest zdarzeniem losowym, to zdarzenie elementarne w, takie ze w €4,

nazywamy zdarzeniem elementarnym sprzyjajgcym zdarzeniu A.

Zdarzeniem pewnym nazywamy zdarzenie losowe, ktéremu sprzyjajg wszystkie zdarzenia
elementarne tworzace zbidr Q.

Zdarzenie pewne zachodzi, gdy spetnia je kazde zdarzenie z przestrzeni zdarzen Q,

wiec liczba zdarzen elementarnych |A| zdarzenia losowego A rowna jest liczbie |Q| wszystkich
zdarzen. Prawdopodobienistwo zdarzenia pewnego wynosi 1.

Przyktad: uzyskanie jakiejkolwiek liczby oczek podczas rzutu kostkg.

Zdarzeniem niemozliwym nazywamy zdarzenie losowe, ktéremu nie sprzyja zadne zdarzenie
elementarne ze zbioru Q.

Zdarzenie niemozliwe zachodzi, gdy nie ma zadnego zdarzenia elementarnego, ktére je spetnia.
Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego wynosi 1.

Przyktad: Zdarzenie polegajqgce na wyrzuceniu 8 oczek, podczas rzutu kostkq szescienng.

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A nazywamy zdarzenie A’, ktéremu sprzyjajg te zdarzenia
przestrzeni Q, ktdre nie sprzyjajg zdarzeniu A.

Zdarzenia przeciwne A i A’ to zdarzenia, ktére sie wzajemnie uzupetniajg, tworzac catg przestrzen
zdarzen elementarnych Q, ale nie majg elementéw wspdinych.

Przyktad: Jezeli przy rzucaniu kostkq szescienngq, zdarzenie A polega na wyrzuceniu 1 lub 6 to
zdarzenie przeciwne A’ polega na wyrzuceniu liczb pozostatych, czyli: 2, 3, 4, 5.

Pojecie prawdopodobienstwa

Kazdemu zdarzeniu losowemu A mozna przyporzadkowaé pewng liczbe P(A), okreslajgca szanse
zaj$cia tego zdarzenia w doswiadczeniu losowym

P(A) — prawdopodobieristwo zdarzenia A.

0 <= P(A) <= 1

Prawdopodobienstwo jest liczbg z przedziatu <0; 1> i mozna je podaé w procentach.

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Klasyczna definicja prawdopodobieristwa opisuje model doswiadczenia losowego,
w ktérym zbidr wszystkich zdarzen elementarnych jest zbiorem skoriczonym i wszystkie zdarzenia
elementarne sg jednakowo prawdopodobne.

Jesli:

Q — jest skoficzonym zbiorem zdarzen elementarnych jednakowo prawdopodobnych,
| zdarzenie A zawiera sie w Q,

to prawdopodobienstwem zdarzenia A nazywamy liczbe P(A), taka, ze:

P(A)=|Al / 1Q]




gdzie |A] - liczba zdarzen sprzyjajgcych zajsciu zdarzenia A (liczba elementéw zbioru A),
a |Q] - liczba wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych (liczba elementéw zbioru Q)

Jesli stwierdzimy, ze doswiadczenie losowe jest klasycznym modelem probabilistycznym, to:
1) obliczamy, ile jest wszystkich zdarzen mozliwych przestrzeni Q

2) okreslamy, ktdre sposrdéd zdarzen elementarnych sprzyjajg zdarzeniu A, ktérego
prawdopodobienstwo chcemy obliczyé

3) obliczamy, ile jest wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A

4) obliczamy P(A) = |A|/ |Q]

Witasnosci prawdopodobienstwa

Jesli:

Q — jest skoficzonym zbiorem zdarzen elementarnych jednakowo prawdopodobnych,
A —zdarzenie, ktére zawiera sie w zbiorze Q,

P(A) — prawdopodobienstwo zdarzenia A to:

P(A)=1, gdy A jest zdarzeniem pewnym

P(A) =0, gdy A jest zdarzeniem niemozliwym

0<P<1, gdy Az Qi Az ¢

P(A) =1-P(A’), gdy A’ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A

Jesli:

Q — jest skoriczonym zbiorem zdarzen elementarnych jednakowo prawdopodobnych,
A, B —zdarzenia, ktére zawierajg sie w zbiorze Q,

P(A) — prawdopodobienistwo zdarzenia A to:

P(B) — prawdopodobienstwo zdarzenia B to:

P(A)< P(B), jesliACB
P(AUB)=P(A) + P(B) - P(A N B)
P(AUB)=P(A)+P(B), gdyANB)=g
P(A\B) = P(A)—P(ANB), gdy ANB = &
P(A\B) =P(A), gdy ANB=g

Obliczanie prawdopodobienstwa za pomocg metody drzew

W przypadku drzew zdarzen oblicza sie prawdopodobieristwa mniejszych zdarzen,
sktadajacych sie na przestrzen zdarzen elementarnych a nastepnie

wykonuje sie dziatania na tych prawdopodobieristwach.

Podstawowym warunkiem jest wystgpienie co najmniej 2 zdarzen - losowan , wyboréw
(np. 3 kule z 7, wyrzucenie orta lub reszki, wyrzucenie ilosci oczek w rzucie kostka).

Losowan / zdarzen nie powinno by¢ duzo — najlepiej nie wiecej niz 3.

»Mniejsze zdarzenie” to jedno losowanie czy jeden wybdr

Drzewo — graficzne przedstawienie przebiegu i wynikéw wieloetapowego doswiadczenia.
Drzewo sktada sie z wierzchotkéw, krawedzi i gatezi.

Wierzchotkom drzewa przyporzadkowuje sie wyniki poszczegdlnych etapéw doswiadczenia,
a krawedziom — prawdopodobienstwa uzyskania wynikow

Z gérnego wierzchotka odchodzg krawedzie odpowiadajgce zdarzeniom elementarnym | etapu
doswiadczenia.




Z koncéw tych krawedzi wychodzg nastepne krawedzie odpowiadajgce wynikom drugiego etapu
doswiadczenia itd.

Suma prawdopodobienstw przypisanych krawedziom wychodzgcym z jednego wierzchotka jest
rowna 1.

Gatezig nazywamy cigg krawedzi prowadzacych od poczatku drzewa do jednego z ostatnich jego
wierzchotkdéw.

Jedna gataz drzewa odpowiada jednemu zdarzeniu elementarnemu doswiadczenia wieloetapowego.

Reguta iloczynéw
Prawdopodobienstwo zdarzenia reprezentowanego przez jedng gataz drzewa jest réwne iloczynowi
prawdopodobienstw przyporzagdkowanych krawedziom, z ktérych sktada sie ta gataz.

Reguta sum
Prawdopodobienstwo danego zdarzenia opisanego przez kilka gatezi drzewa jest rowne sumie

prawdopodobienstw przyporzagdkowanych tym gateziom, otrzymanych zgodnie z reguta iloczynéw
dla tych gatezi.

Poczatek doswiadczenia

poczatek drzewa

krawedz ——

[ etap doswiadczenia

I1 etap doswiadczenia

pl+p2=1 gl+g2=1 g3 +gi=1

Przyktad:

Rzucamy 3 razy czworoscienng kostkq do gry, na ktorej sq cyfry: 3,4, 5, 6.
Jakie jest prawdopodobiernstwo wyrzucenia doktadnie dwdch széstek?
Oznaczenia: 6 —wyrzucono cyfre 6, N6 — wyrzucono inng cyfre — Nie 6




KROK I
Rysujemy drzewo dla wszystkich losowan (rzutow)

6 N6 Irzut
N6 II rzut
N6 N6 I rzut
KROK II

Zapisujemy prawdopodobienstwa mniejszych zdarzen
na poszczegolnych gateziach drzewa

1 3
4 4
6 / N6 Irzut
1 - 1 . 3
1 3 4 4
%
6 N6 6 N6 II rzut



KROK III

Ustalamy, ktore drogi spehiaja sprzyjajace zdarzenia losowe.
Droga wiedzie od punktu startu do wyniku ostatniego losowania

Taa

N6 IIrzut
1f\2 J el
4 f \4 4 4
N6 N6 N¢ I rzut
KROK IV

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia
losowego zgodnie z zasada:

P(A) =

iloczyn prawdopodobienstw jednej .,drogi”

+ iloczyn prawdopodobienstw drugiej

+ iloczyn prawdopodobienstw trzeciej ...

113 131 311

AT |
3 3 3

64 64 64 o4

-l*--|
\w**
= |
=]
=

P(A) =

Elementy kombinatoryki

W kombinatoryce rozwaza sie zaleznosci miedzy elementami zbioréw i wyrazami ciggow
Zbior sktada sie z elementdw nieuporzgdkowanych — np. jabtka w koszyku



Ciag zawiera wyrazy uporzadkowane — np. kazde kolejne jabtko w ponumerowanym od 1 don
pudetku, kazdy uczeh ma numer w dzienniku, w zawodnik sportowy jest oznaczony numerem itp.

Ustawianie wszystkich elementéw zbioru w pewnej kolejnosci
Tworzenie n-wyrazowych ciggdw ze wszystkich elementéw zbioru n -elementowego

Kolejnos$¢ wybierania elementéw jest istotna!
Liczba wszystkich mozliwych ustawieni: n*(n-1)*(n-1)*...¥2*1 = n!

Przykfad:

Na ile sposobéw mozna rozdzieli¢ 3 czekolady c1, c2, c3 pomiedzy 3 osoby?

| osoba ma 3 mozliwosci otrzymania czekolady: c1, c2, c3. Zatézmy, ze dostata cl.

Il osoba ma juz tylko 2 mozliwosci, w tym przypadku : c2 i c3. Zatézmy, ze dostata c2.
IIl osoba — pozostata tylko jedna czekolada — jedna mozliwosé.

Wszystkich mozliwosci jest 3*2*1=31=6

Wybieranie k elementdéw ze zbioru n —elementowego

1. Wybrane elementy nie mogg sie powtarzac i kolejnos¢ wybranych elementdw jest istotna
(k<=n)

Tworzenie k — wyrazowych ciggdw utworzonych z réznych elementéw n — elementowego zbioru
dla k<=n

Liczba wszystkich mozliwosci wyboru: n*(n-1)*...[n — (k-1)]

Przykfad:

Zcyfr 1,2,3,4,5 wybieramy dwie cyfry i tworzymy z nich liczbe 2-cyfrowg.

lle mozna utworzy¢ takich liczb?

Cyfre jednosci mozna wybrac sposrdd 5 cyfr na 5 sposobdw. Zatézimy, ze wybrano 1.
Cyfre dziesigtek mozna wybrac z 4 pozostatych cyfr: 2, 3, 4, 5 — cztery sposoby.
Wszystkich mozliwosci jest: 5*4 =20

2. Wybrane elementy moga sie powtarzac i kolejno$¢ wybranych elementéw jest istotna
Tworzenie k — wyrazowych ciggdw utworzonych z elementéw n — elementowego zbioru ( k <=n)
Liczba wszystkich mozliwosci wyboru: n*n*n...*n (k razy) = n*

Przyktad:
lle réznych liczb 4-cyfrowych mozna utworzyc z cyfr 6, 7, 8?

Cyfre jednosci mozna wybrac z cyfr 6, 7, 8 na 3 sposoby — sg 3 mozliwosci,

Cyfre dziesigtek mozna wybrac sposréd cyfr 6, 7, 8, sg wiec tez 3 mozliwosci (cyfry mogg sie
powtarzad)

Cyfre setek mozna wybrac sposrdd cyfr 6, 7, 8, sg wiec tez 3 mozliwosci

Cyfre tysiecy mozna wybrac sposréd cyfr 6, 7, 8, sg wiec tez 3 mozliwosci

Wszystkich mozliwosci jest 3*3*3*3 = 3% = 81

Przyktad:
W sklepie s3 3 rodzaje czekolad.

a) Naile sposobéw mogg wybrac te czekolady 2 osoby?
b) lle jest mozliwosci wyboru przez te osoby (kazda niezaleznie) tej samej czekolady?
c) Naile sposobdéw, k oséb (obiektéw) moze dokonaé wyboru

sposrdd n czekolad (mozliwosci)?



Wn*=n* - wariacje z powtdrzeniami

a) n=3(czekolady) k=2 (osoby) n“= 3% =9

Na ile roénych sposobow moina wybrac 3 czekolady przez 2 osoby

wybor czekolady (1 z 3) przez | osobe

NN

Cl C2 C3 Cl1 C2 Cl C2 (C3 wybor czekolady (1 z 3) przez II osobe

Moziwosci wybor:

Q= {(C1C1).(C1C2).(C1C3). (C2CL), (C2C2).(C2C3).(C3C1).(C3CY (CICH}

Q=3 =9
Wn = n - ilos¢ czekolad (mozliwosci), k - ilosé osob (obiektow)
b) n=3 (czekolada) k=1 (osoba) n“=3'=3

c) n -iloé¢ czekolad (mozliwosci), k —ilosé oséb (obiektéw) Wn*=n*

3. Wybrane elementy nie mogg sie powtarzac i kolejnos¢ wybranych elementéw nie jest istotna
(k<=n)

Tworzenie k- elementowych podzbioréw zbioru n — elementowego ( k <= n)

Liczba wszystkich mozliwosci wyboru:

{n*(n-1)*...[In—(k-1) 1} / [k*(k-1)*..*2*1] = = {n*(n-1)*...[n—(k-1) 1} / k!

Przyktad:

Na ile sposobéw mozna wybrac sposrod 6 osob delegacje 3-osobowg?

Pierwszg osobe mozna wybrac sposréd 6 oséb — 6 mozliwosci.

Drugg osobe mozna wybrac sposréd 5 pozostatych oséb — 5 mozliwosci

Trzecig osobe mozna wybrac sposrdd 4 pozostatych oséb — 4 mozliwosci

Osoby mozna wybrac na: 6*5*4 = 120 sposobow.

Poniewaz kolejnos¢ wybieranych oséb nie jest istotna, wszystkich mozliwosci jest:
120/3!=120/6 =20

Kombinatoryka

Silnia

Pojecie silni:

0l=1 1!=1 n!=1*2*_.*n-1)*n dla n>1

Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! (czyt. n silnia)
oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n
n! =1*2*3*_ *n



n!=1, gdy ne{o,1}
n! = (n-1)!*n, gdy n eN\ {0, 1}

Wzér rekurencyijny: 0!=1, (n+1)! = (n+1)*n!

Symbol Newtona

[ny _ n! _ nmx(m-1)x(n-2)*..(n-k+1) L
k]~ k!*x(n—k)! - 1+2+3+*..xk gdyn€N,kENin>=k
[N _ [ n ]

kl” In—k

A n

(0]~ _n] =1

[M] _ n ] _

115 [n—1] ="

Permutacja bez powtdrzen
n —elementowego zbioru — kazdy n —wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich elementéw tego zbioru.

Z permutacjami mamy do czynienia, gdy okreslamy liczbe wszystkich ciggéw,
jakie mozemy utworzy¢ ze wszystkich elementéw danego zbioru, ktdrego liczbe oznaczamy przez n.

Liczba wszytkich permutacji zbioru n -elementowego wyraza sie wzorem:
P,=n! gdzien€N
n! - czytamy n silnia

Permutacja to ustawienie wszystkich elementéw zbioru w pewnej kolejnosci.
Dwie permutacje tego samego zbioru mogg sie rézni¢ miedzy sobga co najwyzej kolejnosciag
elementdw.

Na przyktad zbidr {a, b} ma 2 permutacje: {a, b} i {b, a}
Zbidr A= {a, b, c} ma 6 permutacji: (a, b, c), (b, c, a), (c,a, b), (a,c, b), (b,a,c), (cb,a)

Liczba P, permutacji rosnie bardzo szybko wraz ze wzrostem n.
P2 = 2, P3 = 6, P4 = 24, P5: 120, PG =720 itd.

Przykfad:
Mamy 8 ksigzek o roznokolorowych oktadkach na péfce. lle jest mozliwosci ustawienia tych ksigzek?

Liczba elementéw zbioru, z ktérego tworzymy cigg: n =8
nl=8l=1*%2*3*4*5%6*7*8 = 40320

Przyktad:

Na ile sposobow mozna ustawic¢ na poéfce 3 rézne ksiqzki?

Oznaczmy ksigzki numerami: 1, 2, 3 i wypiszmy wszystkie mozliwe ustawienia:
123 132 213 231 312 321.

Trzy ksigzki mozna utworzy¢ na 3! sposobdw: P;=31=1*2*3=6



Przykfad:
Na ile sposobéw mozna ustawic¢ 8 zawodnikéw na 8 pasach startowych biezni?
Pg =81 = 1*%2*3*4*5*%6*7*8 = 6!*7*8 = 720*56 = 40320
Permutacje z powtdrzeniami — elementy w zbiorze powtarzajg sie n1, n2, ... nk razy
(n1+n2+..+nk=n)
n!

P =———m
nl'sn2!x.nk!

Kombinacja bez powtdrzen k elementow sposrod n elementéw (0 <=k <=n)
- kazdy k —elementowy podzbiér zbioru n — elementowego.

Liczba kombinacji bez powtdrzen:
n!

k. M. m : L
G = [k]_k!*(n—k)! gdyn€e€N’, keN in>=k

cn*=nCk = n!/ (k!*(n-k)!)

Jezeli w doswiadczeniu ze zbioru n —elementowego wybieramy k —elementdw w ten sposdb, ze
- wybrane elementy nie mogg sie powtarzac

- kolejno$¢ wybranych elementdw nie jest istotna

To tworzymy k —elementowg kombinacje zbioru n -elementowego, gdzie k <=n

Uwaga: W kalkulatorze oznaczenie: nCr=n!/( r'*(n-r)!)

Przykfad

A={a,b,c} n=3

Dlak=2

Cs°=31/(21%(3-2)! = 31/(21*11) = 1%2*3/2 =3
Mozliwe podzbiory: {ab, ac, bc}

Wariacja k —wyrazowa bez powtdrzen zbioru n — elementowego — kazdy k —wyrazowy cigg
o roznych wyrazach ze zbioru n —elementowego.

Z wariacjg bez powtdérzen mamy do czynienia, gdy tworzymy cigg z elementdw danego zbioru

i cigg ten nie musi sie sktadad ze wszystkich elementdéw zbioru.

Np. w zbiorze jest 20 elementdw a cigg jest 5 elementowy.

,Bez powtdrzen” oznacza, ze zaden element tworzonego ciggu nie moze sie powtarzac.

Np. w przypadku losowania kolejnych elementéw ciggu, element wylosowany nie wraca so puli —
losowanie bez zwracania.

Liczbe elementéw zbioru oznaczamy przez n, a liczbe elementéw powstatego ciggu przez k.

llos¢ wariacji bez powtdrzen, tworzonej ze zbioru n —elementowego, a cigg tworzony

ma k elementéw - oznaczamy przez A

Liczba wariacji bez powtdrzen:
V"= n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1) = n!/ (n-k)! gdzien EN’, KE N ik<=n

Jezeli w doswiadczeniu losowym ze zbioru n -elementowego wybieramy k elementéw w ten sposéb,
ze:

- wybrane elementy nie mogg sie powtarzaé

- kolejno$¢ wybranych elementow jest istotna

To tworzymy k -wyrazowg wariacje bez powtdrzen zbioru n — elementowego, gdzie k <=n



Uwaga: W kalkulatorze oznaczenie: nPr=n!/ (n-r)!

Kazda n —elementowa wariacja bez powtdrzen zbioru n —elementowego jest jego permutacja

Przyktad

Ze zbioru {a, b, c} mozna utworzy¢ szes¢ 2-wyrazowych wariacji bez powtdrzen
(a, b), (a, c), (b, c), (b, a), (c, ), (c, b)

n=3, k=2

Vy2=3%2%1=6

V32=31/(3-2)1=1*%2*3 =6

Przyktad:

Pewien kod tworzymy z 3 liter wybranych sposréd nastepujgcych: A, B, C, D, E, F, G, H,
przy czym litery nie moggq sie powtarzac. lle jest takich kodéw?

Na | miejscu mozna wpisaé jedng z 8 liter, na |l miejscu jedng z pozostatych 7 liter,

na trzecim jedng z pozostatych szesciu.

Vg’ = 8%7%6 = 81/ (8-3)! = 81/5! = 51¥6*7*8/5! = 6*7*8 = 336

Przyktfad:

A ={a, b, c} - zbiér wyjsciowy —n=3

Dlak=2

Vs*=31/(3-2)!=31/11=31=1%*2*3=6 {ab, ba, ac, ca, bc, cb}

Przykfad
Sposrod 25 zawodnikdw zostanie wybranych 3 medalistow. Jaka jest liczba mozliwych wynikow?

y§3 = 25%24*..(25-3+1) = 25%24*(25-3+1) = 25*24*23 = 13800
y§3 =251/(25-3)! = 221*23*24*25/22! = 23*24*25= 13800

Przyktad:
Pewien kod jest czterocyfrowy i sktada sie z cyfr 1 do 9, przy czym zadna cyfra nie moze sie powtarzac.

Liczba elementow zbioru, z ktorego losujemy elementy wynosi 9 (cyfry 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9 —bez 0)
Liczba elementow ciggu wynosi 4 — kod zawiera 4 cyfry: k=4

Q| = Vo' =91/(9-4)! = 91/5! = 51¥6*7*8%9 / 51 = 6¥7*8*9 = 3024
Na kalkulatorze naukowym: 9 SHIFT nPr 4 = 3024

Wariacja k —wyrazowa z powtdrzeniami zbioru n — elementowego — kazdy k — wyrazowy cigg
o wyrazach ze zbioru n — elementowego.

Wariacje z powtérzeniami stosujemy w takich przypadkach jak wariacje bez powtdrzen

ale z tg réznicy, ze poszczegdlne elementy ciggu mogg sie powtarzad.

Liczba wszystkich mozliwych wariacji z powtérzeniami:
W, = n* gdzieneN', keN’

Przykfad:
Z elementdw zbioru {a, b} mozna utworzy¢:

Cztery 2-wyrazowe wariacje z powtdrzeniami:
(a,a), (a, b), (b, a), (b, b)
W,* =2°=4



Osiem 3-wyrazowych wariacji z powtdérzeniami:

(a,a, a), (a,a,b),(a b,a), (b, a, a), (b,b,b), (b,b,a), (b,a,b), (a, b, b)
n=2, k=3

W,’=2>=8

Przyktad:
A={a, b,c}, n-3, k=2
W5?=3%=9 Mozliwe podzbiory: {ab, ba, ac, ca, bc, cb, aa, bb, cc}

Przyktad:

lle jest wszystkich liczb 3-cyfrowych, w ktdrych zapisie wystepujq tylko cyfry 1i2?
Na kazdej pozycji mogg by¢ 2 cyfry. 1.2 | 1..2 ]| 1..2]

Kazda z 3 cyfr mozna wybrac na 2 sposoby,

zatem jest: 2*2*2 = 8 takich liczb (2 cyfry na kazdej z 3 pozyc;ji)

{111, 121, 211, 221, 112,122,212, 222}

n=2, k=3

W,* =2°=8

Przykfad

lle jest wszystkich liczb 3-cyfrowych, w ktdrych zapisie wystepujq tylko cyfry 1,2, 3, 4, 57?
Na kazdej pozycji mogg wystepowac cyfry 1, 2, 3, 4, 5 — pieé cyfr.

n=5k=3 [1..5][1..5][1..5]

Jest 5*5*5 =125 takich liczb

Ws*=5%=125

Przykfad

lle piecioliterowych kodow mozna utworzyc z liter: A, B, C, D, E, F, G, H, jesli litery moggq sie
powtarzac.

n=8, k=5; Jestkodow: 8*8*8*8*8 (8 na kazdej pozycji)

W;® = 8°= 32768

Podstawowe zasady kombinatoryki
Zasada mnozenia

Jesli | obiekt daje n mozliwosci a drugi m mozliwosci, to przy rozpatrywaniu niezaleznym tych
obiektéw, mamy: n * m mozliwosci

Przyktad: lle mozna utworzy¢ kodow 2-znakowych, w ktdrych

- na miejscu | umieszczamy jednq z 20 liter

- na miejscu Il jedng z cyfr 1 do 9

Dane:n=20, m=9

n*m = 20%9 =180 Odp. mozna utworzy¢ 180 kodéw 2-znakowych, przy zadanych warunkach

Jesli obiektow jest k,

pierwszy stwarza n, mozliwosci, drugi n,, .. ostatni n, mozliwosci
| obiekty te mozemy rozpatrywac niezaleznie, to jest ogétem:

n; * ny, *... * n,  mozliwosci



Przykfad:

Trzy klasy liczq odpowiednio: 20, 30, 25 ucznidw.

lle 3-osobowych delegacji szkoty mozna utworzyc, biorgc po jednym uczniu z kazdej klasy?
k=3, n1=20, n2=30, n3=25

20*30*25 = 15000 Odp. Mozna utworzy¢ 15000 delegacji trzyosobowych.

Jesli obiektow jest k ikazdy z nich ma tyle samo n mozliwosci,
to ogétem mozliwosci jest n*
Wariacje z powtérzeniami: W,* = n*

Przyktad:

Szesciu uczniow ma oceny w skali2 do 5 (1, 3, 4, 5 — 4 oceny). lle jest mozliwosci wystawienia ocen?
n =4 (oceny), k=6 (uczniowie)

4° = 4096

Piecioro uczniow ma oceny w skali 1 do 6. Ile jest mozliwosci wystawienia ocen?

n=6 (oceny), k=5 (uczniowie)

6°=7776

Przyktad
Oblicz, ile réznych wynikéw mozna otrzymac, rzucajqgc 4 razy monetq.

Wyniki rzutow sg wybierane ze zbioru 2-elementowego A={0O,R}, |A|=n=2.
Rzucajac 4 razy monetg tworzymy 4-wyrazowe ciagi, wiec k = 4.

Liczba wynikéw jest réwna liczbie Vnk =n“=2*=16

Odp. Mozna otrzymac 16 réznych wynikdéw.

Przykfad
Na ile roznych sposobow moina wybrac 3 czekolady przez I osoby
C1 2 C3 wybor czekolady (1 z 3) przez I osobe
Cl C2 (C3 Cl C2 C3 Cl C2 (C3 wybor czekolady (1 z 3) przez II osobe

Moiliwosci wvbonn
Q= {(CI1C1.(C1C2).(C1C3).(C2CI1), (C2C2.(C2C3).(C3CI.(C3CI) (C3C3)}

0/=3" =9

k
Wn =n n - ilosc czekolad (mozliwosci), k - losc osob (obiektow)

Obsadzanie wolnych miejsc



Jesli pierwszy obiekt mozna umiesci¢ na jednym z n miejsc, drugi na jednym z n-1 miejsc,
trzeci na jednym z n-2 miejsc, a k -ty najednym z n- (k-1) = n-k+1 miejsc,

to liczba mozliwych obsadzen jest rowna:

n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1) — jest k czynnikow

Przykfad

Na ile sposobéw mozna rozsadzi¢ 5 oséb na 6 wolnych miejscach?
n=6, k=5; 6*%5* (6-5+1) = 6*5*...%2 = 6*5%4*3*2

6*5%4*3%2

Ustawianie sie w kolejce
n réznych obiektéw mozna ustawié¢ jeden za drugim na
n! = n*(n-1)*(n-2)*...¥2*1 = 1*2*3*...(n-1)*n

Przyktad
Na ile sposobéw mozna ustawic w kolejce 4 osoby?

41 = 1%2%3%4 = 24

Przyktad
lle jest mozliwych kolejnosci w jakiej dobiegnie na mete 5 zawodnikéw?
51 =1%2*%3*4*5 =120

Wykluczenie cze$ci mozliwosci

Czasem tatwiej obliczy¢ w ilu wypadkach warunek nie jest spetniony.

Spetnienie warunku oblicza sie wtedy przez odjecie od ilo$ci wszystkich mozliwych zdarzen
elementarnych, ilosci, w ktérych warunek nie jest spetniony (zdarzen przeciwnych).
|Al=1Q]-|A

Przyktad

Przy wyrzuceniu n razy monetq, ile jest przypadkéw m, w ktérych orzet wystqpit choc raz?
Ogdtem jest 2" mozliwosci (ciggdw rzutu monetg).

Wsréd nich jest tylko jedna mozliwos$é, w ktérych orta nie ma ani razu.

Zatem takich, w ktérych orzet wystapit co najmniej jeden raz jest: |JA] =m = 2"-1.
Dlan=3 > m=2-1=8-1=7  (Orfa nie ma ani razu w ciggu {RRR})

Dlan=6-> m=2%-1=64-1 =63 (Orfa nie ma ani razu w ciggu {RRRRRR} )

Dla n=8-> m=2%-1=256-1 =255 (Orta nie ma ani razu w ciggu {RRRRRRRR} )

Drzewa stochastyczne — drzewa zdarzen

W trudniejszych sytuacjach moze sie przydac narysowanie drzewa.

W drzewie tym wierzchotki rozgateziajg w zaleznosci od rozwoju sytuacji.

Kazdej krawedzi odpowiada liczba wskazujgca na ile sposobdw dany etap rozwoju sytuacji mozna
zrealizowad.

Mnozy sie liczby mozliwosci rozmieszczone wzdtuz kolejnych krawedzi danej gatezi by obliczy¢
naile sposobéw mozna zrealizowac dany cigg wydarzen (tworzgcy dang gataz drzewa).



llo$¢ sumaryczng wszystkich mozliwosci obliczamy sumujgc wyniki mozliwosci dla wszystkich gatezi
drzewa.

Przyktad:
lle mozna utworzy¢ haset trzyznakowych z m liter i n cyfr, jesli po literze moze stac litera lub cyfra,
a po cyfrze zawsze tylko cyfra? Litery i cyfry mogq sie powtarzac.

Ile mozna utworzy¢ hasel 3-znakowych z[mjliter imjeyfr,

iesli po literze moze stac litera lub cyfra a po cyfrze tylko cyfra?

Litery 1 cyfry moga sie powtarzac.

Oznaczenia:

. n m
L - litera Dla m=24. n=10
C - cyfra

Y C L Razem moilrwoscr: 22984
m - ilosc liter m
n - iloé¢ cyft N | V \
m"2 =m*m C C L
m™3 = m*m*m m
n"2=n*n a | 1 | Il/\

AJ=p*n*
n"3=n*n*n C C C L
I II II1 vV

[losci mozliwosei I: n*n*n II: m*n*n III: m*m*n IV: m*m*m

Razem: n*3 + m*n™2 + m*2%n +m™3

Jesli hasto 3-znakowe moze sktadad sie

z 2 liter i 2 cyfr to jest 32 mozliwosci.

z 10 liter i 2 cyfr to jest 1248 mozliwosci.

z 10 liter i 10 cyfr to jest 4000 mozliwosci.

z 24 liter i 10 cyfr to jest 22984 mozliwosci.

Z 26 liter i 10 cyfr to jest 27936 mozliwosci (alfabet facinski).

Kule w urnach

Jezeliw k rozréznialnych (np. ponumerowanych) urnach mamy rozmiescic¢
n jednakowych, nierozréznialnych kul
to liczba mozliwosci rozmieszczenia wyraza sie wzorami:

1) Jesli niektére urny mogg zostac puste
C s = ( Dy (k1)1 / (n1*(n+k-1 = n)! = (n+k-1)! / (k-1)!

n

2) Jesli w kazdej urnie musi sie znalez¢ przynajmniej jedna kula

C¥ha = (Gop) = (1)1 / (01— k)t = (n-1)! / (n-k)!
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