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Kombinatoryka a prawdopodobienstwo

W rachunku prawdopodobiefstwa nie zawsze mozna stosowac metode drzew.
Obliczenia kombinatoryczne w uogdlniony sposdb pozwalajg policzy¢ mozliwe zdarzenia elementarne,
a takze liczbe zdarzen elementarnych bedacych podzbiorami zdarzen elementarnych.

Kombinatoryka jest dziatem matematyki, ktéry pomaga odpowiedzie¢ na pytania typu:

“ile jest mozliwych wynikdw w rzucie monetg?",

"Na ile sposobow mozemy wybrac delegacje trzyosobowq z klasy 20 osobowej?", itp.

Aby rozwigzac tego typu zadania, czesto stosuje sie wzory na permutacje, , wariacje bez powtdrzen,
wariacje z powtdrzeniami, kombinacje.

Do rozwigzania wiekszosci zadan czesto wystarcza reguta mnozenia i wzér na kombinacje.
Reguta mnozenia

Reguta mnozenia przydaje sie podczas rozwigzywania wielu zadan z kombinatoryki i
prawdopodobienstwa.

Przykfady

Przyktad
W rzucie monetg 2 razy lle jest wszystkich wynikéw tego doswiadczenia?

Rozwigzanie:

Mozliwe sg 2 zdarzenia — moze wypasé¢ orzet O lub reszka R.
Jesli rzucamy 2 razy monetg to mozliwe sg wyniki:

W I rzucie: {O, R} -2 mozliwosci

W Il rzucie: {O, R} — 2 mozliwosci

tacznie: sg 4 mozliwosci: 2*2 =4 > { (0, 0), (O, R), (R, 0), (R, R)

Analogiczne gdy rzucamy 3 razy monetg to s3:
W | rzucie 2 mozliwosci i w Il rzucie 2 mozliwosci i w Il rzucie 2 mozliwosci



Razem 2*2* 2 = 8 mozliwosci

4

W regule mnozenia spéjnik ,i” zamieniamy zawsze na znak mnozenia

Reguta mnozenia

Jezeli wynik pewnego doswiadczenia losowego zalezy od kolejno podejmowanych decyzji,
to liczba wszystkich réznych wynikdw tych decyzji rowna sie n;*n,* ...n

jezeli:

n; — liczba mozliwosci wyboréw przy podejmowaniu | decyzji

n, - liczba mozliwosci wyboréw przy podejmowaniu Il decyzji

n - liczba mozliwosci wybordw przy podejmowaniu k-tej decyzji, czyli decyzji ostatniej

Przyktad:
Ze zbiorow A1 =1{3,5, 7}, A2 ={1, 2}, A3 ={4, 6} wybieramy kolejno po jednej cyfrze i tworzymy
liczbe 3-cyfrowq. Pierwszq cyfre wybieramy ze zbioru A1, drugq z A2, trzeciq ze zbioru A3.
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llos¢ mozliwych zdarzen elementarnych tego doswiadczenia: |Q| =3*2*2 =12
Q ={314, 316, 324, 326, 514,516, 524,526, 714,716, 724, 726}

llos¢ liczb, ktorych cyfra setek jest cyfra 3 lub cyfra 7: |A| = 1%2*2 + 1*¥2**2

Liczby: 314, 316, 324, 326, 714,716, 724,726

Reguta mnozenia
Jezeli zbiér Ama m elementdw, a zbior B ma n elementdw, to liczba réznych par (x,y),
takich, ze x € A orazy € B, jest rGwna m*n

Przyktad 1:
Rzucamy 2 monetami: 2-ztotowkowgq i 5-ztotéwkowq:

Oznaczenia:

0 — otrzymanie orta na monecie 2-zt, r —reszki na monecie 2 zt
O - otrzymanie orfa na monecie 5-zt, R —reszki na monecie 5 zt
Mozliwe wyniki doswiadczenia: 00, oR, rO, rR

llos¢ zderzen (par) =2*2=4

Przyktad 2:
Rzucamy 2 szesciennymi kostkami do gry: niebieskq i czarng.

Mozliwe wyniki:
11 21 31 41 51 61
12 22 32 43 52 6 2



16 26 36 46 56 6 6
Liczba zdarzen: 6 * 6 =36 (rozrézniamy wyniki takie jak 2 3 i3 2)

Przyktad 3:

lle jest punktow ptaszczyzny, ktorych pierwsza wspdtrzedna x nalezy do zbioru: A={1, 2, 3, 4, 5},
a druga do zbioru B = {1, 2, 3}?

|A| =5, |B| =3, |A|*|B|=5*3=15

Reguta mnozenia sformutowana bardziej ogdlnie
Jezeli pewien wybdr polega na podjeciu n decyzji,
przy czym

decyzje pierwszg mozna podjgé na k; sposobdw,
druga na k, sposobdw, ...,

n-tg na k, sposobdw,

to takiego wyboru mozna dokonaé na

ki*ko*...*k, sposobow

Przykfad
lle moze by¢ numerdw rejestracyjnych majgcych na poczqtku 2 litery, a nastepnie 5 cyfr,

jesli mogq w nich wystepowac tylko litery WA oraz cyfry 1, 4, 6, 8 (litery i cyfry mogq sie powtarzac)?
2 pozycje na litery, na kazdej 2 mozliwosci: 2*2 = 22,

5 pozycji ma cyfry, na kazdej 4 mozliwosci: 4*4*4*4*4 =4° =

llo$¢ numerdw: 2*2*4*4*4*4 ¥4 = 2h) * AN5 = 4*1024 = 4096

Zasada mnozenia

Jesli wybor zalezy od podjecia kolejno n decyzji, przy czym podejmujac
pierwszg decyzje, mamy d; mozliwosci,

drugag d, mozliwosci, ...

podejmujac n-tg decyzje mamy d, mozliwosci,

to wybér ten moze by¢ dokonany na

d;, *d, * ... d, sposobow

Przyktad:

Mamy 2 dtugopisy i 3 ofowki.

Na ile sposobéw mozna wybrac zestaw ztozony z dtugopisu i otowka?
Zasada mnozenia:

Dtugopis mozna wybraé na 2 sposoby, otdwek na 3 sposoby.

Zestaw mozna wybrac na 2*3 = 6 sposobdw

Zasada dodawania

Jezeli wybdr polega na podjeciu jednej z n decyzji, przy czym podejmujac te decyzje,
mamy odpowiednio d1, d2, ... dn mozliwosci, to wybdr ten moze byé dokonany na
d;+d, +...d, sposobow

Przyktad:
lle réznych wyrazdw jednoliterowych lub dwuliterowych mozna utworzy¢ z wyrazu , kok”?

Zasada dodawania:

Wyrazy jednoliterowe: k, o — 2 wyrazy
Wyrazy 2-literowe: ko, ok., kk — 3 wyrazy
Liczba wszystkich wyrazow: 2 +3=5




Reguta dodawania
Jesli zbiory A i B sg roztgczne, to liczba elementdéw zbioru AU B
rowna sie sumie liczby elementéw zbioru A i liczby elementéw zbioru B

Jesli zbiory A i B s3 roztgczne to |[AUB| = |A] + |B|

Przyktad
Rzucamy 4 razy kostkq i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne cyfry liczby 4-cyfrowe;.

lle mozna w ten sposdb otrzymac liczb, ktdrych suma cyfr jest réwna 6?
Suma cyfr moze by¢ réwna 6 w 2 przypadkach:
A. W zapisie liczby wystepuje trzy razy cyfra 1 oraz jeden raz cyfra 3. Sa 4 takie liczby
1113, 1131, 1311, 3111
B. W zapisie wystepujg dwa razy cyfra 2 i dwa razy cyfra 1 Jest 6 takich liczb:
1122, 1212, 2112, 2121, 2211
Razem jest: 4+6=10

Jezeli obliczajac liczbe mozliwych wynikdw doswiadczenia losowego,
w toku rozumowania uzywamy spdjnika:

i - to w obliczeniach wykonujemy mnozenie

lub - to w obliczeniach wykonujemy dodawanie

Prezentacja wynikdw za pomoca drzewa

Przykfad
Rzucono kostkq i monetq. Przyjmujemy, ze wynikiem doswiadczenia jest para (a, b),

gdzie a jest liczbqg oczek na kostce, zas b — ortem lub reszkg.
lle jest mozliwych wynikow takiego doswiadczenia?

Fzut kostka i moneta
Prezentacja za pomoca drzewa

1 2 3 4 5 6
o f o f c/\r o f o 1 o

Wynikd doswiadczenia:
(1.o). (1.£). (2.0). (2.1), (3.0). (3.1). (4.0). (4.1), (5.0). (5.1). (6.0). (6.1)

Wrynikow jest: 6% 2=12

wynik rzutu kostka

r  wynik rzutu moneta

Obliczanie liczby oczekiwanych wynikéw zdarzenia losowego — przyktady



Liczbe oczekiwanych wynikéw mozna zlicza¢ réznymi metodami, m. innymi:
- za pomoca grafu

- przez wypisanie wszystkich wynikow

- za pomoca tabeli

- poprzez stosowanie reguty mnozenia i reguty dodawania

Przyktad
a) Na ile sposobow 3 osoby mogg stangé w rzedzie lub usig$¢ na tawce mieszczacej 3 osoby?

Pierwsza osoba ma wybdr 3 miejsc, druga ma wybor juz tylko 2 miejsc,
a trzecia ma tylko wybdr jednego, pozostatego miejsca

1, 2, 3 - mumeracja miejsc

(ji& I osoba

7
@ L (D @ IT osoba

\
3
@|j {|@I [::L:] (g ITI osoba

Modliwe wvniki:
(1.2.3). (1.3.2). (2.1.3). (3.1.2). (3.2.1) 3*2*1 = 6 mozliwosci

|A| =3%2*1=6

b) Naile sposobdw 3 osoby mogg usigsc przy okrggtym stole, z ponumerowanymi krzestami

1, 2, 3 - muneracja miejsc

CE\K I o=oba A

~
@ 1 {lr () Ioscha B
2

\
@
5b o

Mozliwe wyniki:
(1.2.3). (1.3.2). (2.1.3). (3.1.2). (3.2.1) 3*2*1 = 6 mozliwosci

III osoba

Kolejnosé numercw w kolejce lub krzeset dla osob A B, C

(A.B.C). (A.C.B). (B.A,C), (C.A.B). (C.B.A) -kolejnoé osdb

Analogicznie jak wyzej. Osobie przyporzadkowujemy krzesto.
Sg 3 osoby i 3 miejsca. |B| =3*1*1=6



bo
Pierwsza osoba ma wybdr 3 miejsc, druga ma wybor juz tylko 2 miejsc, a trzecia ma tylko wybdr
jednego, pozostatego miejsca.

c) Naile sposobdw 3 osoby mogg stang¢ w koto i ztapad sie za rece?
Osobie przyporzadkowujemy sgsiaddw. Jest 2 sgsiaddw, dlatego liczba mozliwosci jest 2.

/\/\

\/\/

(B—>A—><-C—><-B-><-A), (C-><-A—><-B—><-C-><-A)
-> - prawa reka, <-lewa reka danej osoby
ICl =

Przyktad
a) Naile sposobdw 2 osoby mogg usigsé na tawce mieszczacej 3 osoby?
|A] =3*2=6

A\ 1. 2. 3 - mumeracja migjsc
?D I osoba A
@ @ (3) @ @ Mosoba B

(LL2), (1, . 320D 3.3 G0 3.2 - miejsca zajmowane przez osoby A iB

(AB. ) (A . _.B), B.A ). (B. .A). (B A) -usyluowanie osob na miejscach 1,2, 3

_ - miejsce wolne

b) Naile sposobdw 2 osoby usigs$é obok siebie na fawce mieszczacej 3 osoby

1, 2, 3 - numeracja miejsc

/Q> /-f’@\ (EK I osoba A
L @

@ (9 IIosoba B

Zajete sasiednie miejsca przez osobe A1 B:

(1.2). 2.1). (2.3). G.2

Osoby na kolejnych misjscach o mumerach 1, 2, 3; _ puste miejsce

(A.B. ). B.A. ). CA.B). (LB.A)
[A]=1+2+1 =4

c) Naile sposobdéw 2 osoby mogg siedzie¢ na tawce mieszczgcej 4 osoby?



2 osoby, 4 miejsca na lawce.
Osoby nie musza siedziec kolo siebie

1 p) 4 Wybor miejsca przez | osobe

203 4 1 3 4 1 2 4 12 3 Wybor miejsca przez 11 osobe

|A|=4*3 =12 sposobow

d) Naile sposobdw mogg siedzie¢ 2 osoby obok siebie, na tawce mieszczacej 4 osoby?

2 osoby: AiB, lawkama 4 miejsca- 1, 2, 3. 4

1 7 3 4 Wybdr miejsca o numerze 1.4
/ \ /\ ‘ przez osobe A
7 1 3 2 4 3 wyhor sasiedniego miejsca

przez osobe B

Wvbrane miejsca przez osobe A oraz B:
(1,2). (2, 1), (2. 3), (3, 2), (3, 4. (4.3)

Usytuowanie osdb na kolejnych miejscach;  miejsce puste:

(A.B. _._). B.A._. ). CAB. ). CLB.A ). . _AB._L_BA)

Al=1+2+2+1=6

Przyktad
Spotkato sie 4 przyjacioét. Kazdy witat sie z kazdym. lle byto powitan?



Czterv osoby, kaida sita sie z kazda

Al A2 i A2 A2 tota sama para

Al Al
I sposob
A={(Al AZ) (Al L A3). (Al A4, (A2 A3) (A2 A4), (A3 A4}
II sposob

Kaida z 4 osob ma 3 powitania

(4%3)/2=1212=6

I1I sposab
A4
, A3
/ T g
Al —A3
\M
3 + 2 +1 =6

Ogdlnie: nosodb: llos¢ powitan: n*(n-1) /2

Przykfad

Pieciu przyjaciot wystato SMS ‘a, kazdy kazdemu. lle wystano SMS -6w?
Kazdy z 5 do pozostatych czterech.

5%4 =120

Ogdlnie: n—o0sdb: n*(n-1) mozliwosci wystania SMS -6w kazdy do kazdego

Przyktad
Oblicz ile jest

a) lle jest wszystkich liczb naturalnych 4-cyfrowych?
TSDJ - tysigce, setki, dziesigtki, jednosci
Na 1 miejscu (tysigce) moze by¢ 9 cyfr (bez zera), na nastepnych 10 — cyfry mogg sie powtarzaé
N =9*10*10*10 = 9000
lub
N =10*10*10*10 - 10*10*10 = 10000 — 1000 = 9000

b) lle jest liczb naturalnych 3-cyfrowych o réznych cyfrach?
SDJ - setki: 9 mozliwosci, dziesigtki — 10-1 = 9 mozliwosci, jednosci: 9 -1 = 8 mozliwosci (o 1 mniej)
N =9*9*8 = 648
c) llejest liczb naturalnych 3-cyfrowych parzystych
SDJ —setki: 9, D—10, J-5 (cyfry parzyste, czyli: 0, 2, 4, 6, 8)
9*10*5 =450
lub
(10*10*10-10%*10) / 2 = (1000-100) / 2= 900/2 = 450 - co druga liczba jest parzysta

d) lle jest liczb 3-cyfrowych, takich, ze w zapisie 10-nym wystepuje jedna cyfra nieparzysta
i 2 cyfry parzyste?



3 cvfry, 1 nieparzysta, 2 parzyste

N - cvfra nieparzysta, P - cyfra parzysta

cvfrv: 1,3, 5,7, 9
o 5 4 cyfry parzyste oprocz 0: 2, 4, 6, 8

@ P setki

cyfry: 0,2. 4.6, 8 é 5// \ eyfiy- 0,2, 4.6, 8

@ (P dziesiatki

cyfry: 0,2, 4,6,8 5 5 ‘ 5 ovfnv1,3,5.7.9
@) 2 N) jednosci
SH5%5 4+ 4*5KS + 4*5*5 =125 + 4*(5%5 +5%5) ) = 125+ 200 = 325
Przyktad
lle jest liczb:

a) lle jest wszystkich liczb naturalnych 5-cyfrowych?
N = 9*10*10*10*10 = 9*10"* = 90000
b) Naturalnych 4-cyfrowych, ktérych cyfry sg rézne?
N = 9*(10-1)*(9-2)*(9-3) = 9*9*8*7 = 4536
c) Liczb naturalnych 4-cyfrowych nieparzystych?
N =9*10*10*5 = 4500 (cyfry moga sie powtarzad)
d) Liczb naturalnych 3-cyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja tylko liczby nieparzyste lub tylko
liczby parzyste
N = 5*%5*5 + 4*¥5%5 = 125 + 100 = 125 (125 nieparzystych i 100 parzystych)

Przyktad
a) Naile sposobdw mozna rozmiesci¢ 3 koszule w 4 szufladach?

Kazdg z 4 koszul mozna witozy¢ do jednej z 4 szuflad — kazda ma 4 mozliwosci rozmieszczenia.
Mozliwosci rozmieszczenia jest 4*¥*4*4 = 64

N\

1 2 3 4

—

4 I koszula

II koszula

) I koszula

n=4*4%4 =43 = 64



b) Naile sposobéw mozna rozmiescic¢ 4 koszule w 3 szufladach?
Kazda z 4 koszul mozna wtozy¢ do jednej z 3 szuflad — (kazda ma 3 mozliwosci
rozmieszczenia)

N=3*3*3*3=3%=81

Przykfad

Na ile sposobéw mozna rozmiescié
a) 6 czapek w 4 szufladach?

A*A*A*4*4*4 = 4° = 4096  kazda czapka ma 4 mozliwosci, a jest 6 czapek
b) 4 czapki w 6 szufladach?

6*6*6%6 = 6" = 1296  kazda czapka ma 6 mozliwosci, a sq 4 czapki

Przyktad
W pudetku jest 7 piteczek ponumerowanych: 1, 3, 4, 5, 6, 7, 9. Wybieramy kolejno 3 razy po jednej
piteczce i z cyfr tworzymy liczbe trzycyfrowa. Pierwsza z wybranych jest cyfrg setek, druga cyfra
dziesiagtek, trzecia cyfrg jednosci.
a) lle liczb mniejszych od 645?

W pudeliu jest 7 piteczek oznaczonych cyframi- 1, 3.4, 5.6, 7. 9.

Wybieramy 3 razy po jednej piteczce i tworzymy liczbe 3-cvfrowa. [ cyfra - seteld, II - dziesiatld, 111 - jednosci.

[le moina utworzyc liczb mniejszyvch od 6457

§11.3.4.5.6,7.9} n=7 L=645
/\

{1.3.4. 5} 6 [ pitkka setki - zostaje n =6 cyfr

dowolna z . driesiatki - zostaie 5 vt
, I pillca es1a zostaje 3 cy

pozostatych cyfr {1.3} 4 P

5 I ] 2
dowolna z dowolna z

pozostalych oyt pozostatych cyfr il.3] [Mpitka  jednosci

Liczb mniejszvch od 645 moina otrzymac:
4%p*5 + 1% (2%3 + 1*2)=132
b) lle liczb parzystych?



W pudelkcu jest 7 piteczek ozaczonych cyvframi: 1, 3.4, 5,6, 7, 9.
Wybieramy 3 razy po jednej piteczce i tworzymy liczbe 3-cyfrowa. [ cyfra - seteld, II - dziesiathd, 111 - jednosci.
[le moéna utworzyc liczb parzystych?

{1.3,4.5.6,7.9F n=7 L <645
/\
4 6 Ipilka  jednosci - zostajen =6 cyfr
6 / \6
kaidaz kazda z
pozpstalych cylr pozostahrc}] cyfr II pilkca driesiathd - zostaje 5 cvf
kaida z kazda =z . .
pozostatych cyfr pozostalych cyvfr III pilkca sethd

Wszystlkich liczb parzystych mo#na otrzymac:

n=1%6*5 + 1 *6*5=2%6*5 =60

c) llejest liczb podzielnych przez 3
Warunek podzielnosci przez 3 spetniajg tréjki cyfr:
1,3,5 1,4,7 1,5,6 1,5,9
3,4,5 3,5,7 3,6,9
4,5,6 4,5,9
5,6,7
Takich trojek jest 10.
Z kazdej tréjki mozna utworzyé: 3*2*1 = 6 rdznych cyfr
Liczb podzielnych przez 3 jest wiec: 10*6 = 60

d) lle jest wszystkich liczb 3-cyfrowych?
{1, 3,4,5,6,7,9} | =7
SDJ |S|=7, |[D|=6, |J]=5
|A| = 7%6*5 = 210

e) lle jest liczb wiekszych od 4567

1) S=4,D=5,)={7,9} > 1*1*2 = 2 mozliwosci: 457, 459

2) S=4, |D|=1{6,7,9} =3, [J| =5 1*3*5 =15 mozliwosci

3) S>4:|S|=1{5,6,7,9}| =4, |D| =6, |J| =5 > 4*6*5=120
|A| =1*1*2 1*3*5 + 4*6*5 = 1*(1*2 + 3*5) + 4*6*5 =137



W pudeliu jest 7 piteczek oznaczonych cyframi- 1,3, 4, 5.6, 7. 9.
Wrybieramy 3 razy po jednej piteczce i tworzymy liczbe 3-cyfrowa 1 cyfra - seteld, 11 - dziesiatld, 11T - jednosci.
lle moina utworzyc liczb - > 456

1.3,4.5,6,7.9y n=7 L= 456
/\
5=4 5=4 {5.6.7,.9} n==56 setki
1 _,-’\\\ 3 6
s \\
D=5 D={6.7.9} jedna z pozostalych 6 cyfr n=35 dziesiatki
2 5 5

I=1{7.9} jedna z pozostatych 5 cvft  jedna z pozostalych 5 cvfr jednosci

Wszystkich liczk =456  mozna otrzymac:

112+ 1%3%5 +4%6*5 =2+ 15 + 120 = 137

f) lle jest liczb podzielnych przez 9
Suma cyfr dzieli sie przez 9
1,3,5 4,5,9 5,6,7 1,98
Takich trojek jest 4.
Z kazdej tréjki mozna utworzyé: 3*2*1 = 6 rdznych cyfr
Liczb podzielnych przez 9 jest wiec: 4*6 =24

Przykfad
Na ile sposobéw mozna z grupy liczgcej 10 oséb (n=10) wybraé delegacje sktadajgcg sie z:

a) 2o0so6b (k=2)
Liczba wszystkich mozliwosci wyboru 2-osobowej delegacji:
wybor | osoby: 10 mozliwosci (ile liczy grupa) Ogdlnie: n mozliwosci (ile liczy grupa)

wybor Il osoby: (10-1) = 9 mozliwosci Ogdlnie: n-1 mozliwosci

Liczba kolejnosci w jakiej 2 osoby zostaty wybrane

wybor za | razem: 2 mozliwosci Ogdlnie: k mozliwosci (ile liczy delegacja0
wybor za Il razem: 1 mozliwosé Ogdlnie: k-1 mozliwosci

m = 10*9 / (2*1) = 90/2 = 45

b) 3 o0séb
m =10*9*8 / (3*2*1) =120

Przyktad

Na ile sposobdw mozna z grupy liczgcej 20 oséb (n=20) wybraé delegacje sktadajacy sie z:
a) 2 o0sob (k=2)

m =n*(n-1)*...(n-k) / (k*(k-1)*(k-2)..*1

m = 20%19 / (2*1) = 190

b) 3 oséb

m =20%19*18 / (3*2*1) = 6840/6 = 1140

c) 4 oséb

m = 20*%19*18%17 / (4*3*2*1) = 4845



Elementy kombinatoryki

W kombinatoryce rozwaza sie zaleznosci miedzy elementami zbioréw i wyrazami ciggéw.

Zbior sktada sie z elementéw nieuporzadkowanych — np. jabtka w koszyku.

Ciag zawiera wyrazy uporzgdkowane — np. kazde kolejne jabtko w ponumerowanym od 1 do n
pudetku, kazdy uczeh ma numer w dzienniku, w zawodnik sportowy jest oznaczony numerem itp.

Ustawianie wszystkich elementéw zbioru w pewnej kolejnosci
Tworzenie n-wyrazowych ciggdw ze wszystkich elementéw zbioru n -elementowego

Kolejno$¢ wybierania elementéw jest istotna!
Liczba wszystkich mozliwych ustawien: n*(n-1)*(n-1)*...¥2*1 = n!

Przyktad:
Na ile sposobéw mozna rozdzieli¢ 3 czekolady c1, c2, c3 pomiedzy 3 osoby?

| osoba ma 3 mozliwosci otrzymania czekolady: c1, c2, c3. Zatézmy, ze dostata cl.

Il osoba ma juz tylko 2 mozliwosci, w tym przypadku : c2 i c3. Zatézmy, ze dostata c2.
IIl osoba — pozostata tylko jedna czekolada — jedna mozliwosé.

Wszystkich mozliwosci jest 3*2*1=31=6

Wybieranie k elementdéw ze zbioru n —elementowego

1. Wybrane elementy nie mogg sie powtarzac i kolejnos¢ wybranych elementdw jest istotna
(k<=n)

Tworzenie k — wyrazowych ciggdw utworzonych z réznych elementéw n — elementowego zbioru
dla k<=n

Liczba wszystkich mozliwosci wyboru: n*(n-1)*...[n — (k-1)]

Przykfad:

Zcyfr 1,2,3,4,5 wybieramy dwie cyfry i tworzymy z nich liczbe 2-cyfrowag.

lle mozna utworzy¢ takich liczb?

Cyfre jednosci mozna wybrac sposrdd 5 cyfr na 5 sposobdw. Zatézimy, ze wybrano 1.
Cyfre dziesigtek mozna wybrac z 4 pozostatych cyfr: 2, 3, 4, 5 — cztery sposoby.
Wszystkich mozliwosci jest: 5*4 =20

2. Wybrane elementy moga sie powtarzac i kolejnos¢ wybranych elementdw jest istotna
Tworzenie k — wyrazowych ciggdéw utworzonych z elementéw n — elementowego zbioru ( k <= n)
Liczba wszystkich mozliwosci wyboru: n*n*n...*n (k razy) = n*

Przykfad:
lle réznych liczb 4-cyfrowych mozna utworzyc z cyfr 6, 7, 8?

Cyfre jednosci mozna wybrac z cyfr 6, 7, 8 na 3 sposoby — sg 3 mozliwosci,

Cyfre dziesigtek mozna wybrac sposrod cyfr 6, 7, 8, sg wiec tez 3 mozliwosci (cyfry mogg sie
powtarzad)

Cyfre setek mozna wybrac sposrdéd cyfr 6, 7, 8, sg wiec tez 3 mozliwosci

Cyfre tysiecy mozna wybrac sposrdéd cyfr 6, 7, 8, s3 wiec tez 3 mozliwosci

Wszystkich mozliwosci jest 3*3*3%3 = 3% = 81



Przyktad:
W sklepie sg 3 rodzaje czekolad.
a) Naile sposobdw mogg wybrad te czekolady 2 osoby?
b) lle jest mozliwosci wyboru przez te osoby (kazda niezaleznie) tej samej czekolady?
c) Naile sposobow, k oséb (obiektéw) moze dokonac wyboru
sposrdd n czekolad (mozliwosci)?

Wn*=n* - wariacje z powtodrzeniami

a) n=3(czekolady) k=2 (osoby) n‘= 3% =9

Na ile roznych sposobow moina wybrac 3 czekolady przez 2 osoby

wybor czekolady (1 z 3) przez [ osobe

AN AN A

Cl1 C2 C3 C1 C2 Cl C2 (C3 wybédr czekolady (1 z 3) przez II osobe

Mozliwosci wybom:
Q= {(CI1CI)_ {C1C2),({C1C3), (C2CI), (C2C.(C2CI). (C3CI,(C3IC (C3CH}

Q=3 =9
Wn =n n - ilos¢ czekolad (mozliwosci), k - ilosc osob (obiektow)
b) n=3 (czekolada) k=1 (osoba) n“=3'=3

c) n -ilo$é czekolad (mozliwosci), k —ilos¢ oséb (obiektow) Wn*=n*

3. Wybrane elementy nie mogg sie powtarzac i kolejnos¢ wybranych elementéw nie jest istotna
(k<=n)

Tworzenie k- elementowych podzbioréw zbioru n — elementowego ( k <= n)

Liczba wszystkich mozliwos$ci wyboru:

{n*(n-1)*..[n—-(k-1) 1} / [k*(k-1)*..*2*1] = = {n*(n-1)*...[In—(k-1) 1} / k!

Przyktad:

Na ile sposobéw mozna wybrac sposrdd 6 osob delegacje 3-osobowg?

Pierwszg osobe mozna wybrac sposréd 6 oséb — 6 mozliwosci.

Drugg osobe mozna wybrac sposréd 5 pozostatych oséb — 5 mozliwosci

Trzecig osobe mozna wybrac sposrdd 4 pozostatych oséb — 4 mozliwosci

Osoby mozna wybrac na: 6*5*4 = 120 sposobdw.

Poniewaz kolejnos¢ wybieranych oséb nie jest istotna, wszystkich mozliwosci jest:
120/3!=120/6 =20




Kombinatoryka

Silnia

Pojecie silni:

0l=1 1!=1 n!=1*2*_*(n-1)*n dla n>1

Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! (czyt. n silnia)

oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n
n! =1%2%*3*_ *n

n!=1,gdyne{o1}
n!=(n-1)!*n, gdy n eN\ {0, 1}

Wz6r rekurencyjny: 0!=1, (n+1)! = (n+1)*n!

Symbol Newtona [1,:]

Czytamy ,,n po k” lub ,,n nad k”

Symbol Newtona oznacza liczbe okreslong nastepujaco:

[n]_ n! _  nx(n-1)x(n-2)=..(n—k+1)
k]l ™ kx(n-k)! - 1%2+3%*..xk

gdyneN,kENin>=k

Jesli n€N, kENin>=k,to:

L [ n

[kl ™ ln — k]

o] = [n] =1

i n

117 ln— 1] ~
Permutacja

Permutacja bez powtdrzer
n —elementowego zbioru — kazdy n —wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich elementéw tego zbioru.

Permutacjami, przestawieniami albo przemianami n réznych elementéw nazywamy ustawienie
w rzad jeden element za drugim tych n elementdw, przy czym w kazdej permutacji porzadek
ustawienia jest inny.

Jesli mamy np. 2 elementy A i B, to mozemy z nich utworzy¢ 2 permutacje: ABi BA (2/=1*2=2).
Jesli mamy 3 elementy A, Bi C to mozemy utworzy¢ 6 permutacji:

ABC ACB BAC BCA CAB CBA (21=1*2*3=6)



Jezeli w doswiadczeniu losowym ze zbioru n —elementowego wybieramy elementy w ten sposdb, ze:
- wybieramy n elementéw

- istotna jest kolejnos¢ wybierania elementdéw,

to tworzymy cigg n—wyrazowy, zwany permutacjg tego zbioru

Permutacja zbioru n -elementowego {al, a2, ..., an} nazywamy n —wyrazowy cigg utworzony ze
wszystkich elementdéw tego zbioru.

Permutacja to ustawienie wszystkich elementéw zbioru w pewnej kolejnosci.
Dwie permutacje tego samego zbioru réznig sie miedzy sobg co najwyzej kolejnoscig elementéw.

Z permutacjami mamy do czynienia, gdy okreslamy liczbe wszystkich ciggéw,
jakie mozemy utworzy¢ ze wszystkich elementéw danego zbioru, ktérego liczbe oznaczamy przez n.

Liczba wszytkich permutacji zbioru n -elementowego wyraza sie wzorem:
P,=n! gdzieneN

n! - czytamy n silnia

Permutacja to ustawienie wszystkich elementéw zbioru w pewnej kolejnosci.
Dwie permutacje tego samego zbioru mogg sie rézni¢ miedzy sobg co najwyzej kolejnoscia
elementow.

Na przyktad zbidr {a, b} ma 2 permutacje: {a, b} i {b, a}
Zbidér A= {a, b, c} ma 6 permutacji: (a, b, c), (b, c, a), (c,a, b), (a,c, b), (b,a,c), (cb,a)

Liczba P, permutacji ro$nie bardzo szybko wraz ze wzrostem n.
P,=2, P3=6, P,=24, P;=120, Pg =720 itd.

Permutacje zhioru {A, B, C}

B C  ABC
,&<
C— B ACB
A——— C BAC  ph-3%p*1=31=¢
B<
Cc——— A BCA
A——— B CAB
c
B A cBA

Przykfad:
Na ile sposobéw mozna ustawic w szereg 6 uczniow?

Pe=6!=1*%2*3*4*5%6 = 720



Przyktad
Na ile sposobow mozna posadzic¢ przy okrggtym stole 5 0séb?
Ps=5!=1%*2%3*¥4*5 =120

Przykfad:
Mamy 8 ksigzek o roznokolorowych oktadkach na pdfce. lle jest mozliwosci ustawienia tych ksigzek?

Liczba elementdw zbioru, z ktdrego tworzymy cigg: n =8
P8 = 8! = 1*2*3*4*5*6*7*8 = 40320

Przyktad:
Na ile sposobow mozna ustawic¢ na pofce 3 rézne ksiqzki?

Oznaczmy ksigzki numerami: 1, 2, 3 i wypiszmy wszystkie mozliwe ustawienia:
123 132 213 231 312 321.
Trzy ksigzki mozna utworzy¢ na 3! sposobéw: P3;=3!1=1%2*3=6

Przyktad:
Na ile sposobéw mozna ustawic¢ 8 zawodnikéw na 8 pasach startowych biezni?

Pg =81 =1%*2%3%4*5*6*7*8 = 61*7*8 = 720*56 = 40320

Przyktad
a) Na ile sposobéw mozna ustawic w kolejce 3 dziewczgt i 2 chtopcow?

3+42=5
(3+2)! =5! =120 — permutacje

b) Co w sytuacji, gdy dziewczeta majq stac przed chfopcami?
Rozpatrujemy w tej sytuacji 2 kolejki: kolejke dziewczat i chtopcow.
31 =6 —sposobdw ustawienia w kolejce dziewczat
2! =2 - sposoby ustawienia w kolejce chtopcéw
Na podstawie reguty mnozenia: 3! * 2! =6*2 =12 ustawien

Permutacje z powtorzeniami — elementy w zbiorze powtarzajg sie ny, n, ... N, razy
(ni+ny+..+ne=n)

Przykfad
Jezeli sposrdad elementéw: a, bic, element a wezmiemy 2 razy, element b jeden raz

i element c jeden raz,

mozemy utworzy¢ nastepujgce permutacje z powtdérzeniami.
{a,a,b,c}, {a,a,c,b}, {a,b,a,c}, {a,b,c,a}, {a,c,a,b}, {acb,a},
{b,a,a,c}, {b,a,c,a}, {b,c,a,a}, {c,a,a,b}, {c,a,b,a}, {c,b,a,a}

llo$¢ permutaciji z powtdrzeniami:

n!
Pn’ — Pn nl, n2, ... nk —
n1l! xn2! «.nk!

Majac dany zbidr n -elementowy permutacjg z powtorzeniami elementéw zbioru nazywa sie kazdy
cigg n-wyrazowy, ktérego wyrazy wystepujg odpowiednio ny, n,, ..., n, razy.

Definicje permutacji z powtdrzeniami mozna opisac nastepujgco:
1) Kolejnos¢ elementow jest istotna
2) Elementy powtarzajg sie z okreslong czestotliwoscia



Przyktad
Dane sq elementy x, y i z, z czego elementow x i z uzyto jeden raz

natomiast elementu y uzyto dwa razy. lle jest permutacji.
nl=1 n2=2,n3=1

Permutacje:

%z Y9, 2%V, ¥), (2 ¥, % Y), (%Y, 2,¥), (Y, 2, % ¥), (Y, X, 2, ¥),

v, 29, %), (v, % v,2), (v, ¥, 2,x), (Y, ¥, % 2), (2, ¥, ¥, X), (X, ¥, ¥, 2).
llos¢ takich permutacji to:

Pn’ = 41/ (11*21%11)=24/2 =12

Przykfad

Na ile sposobéw mozna ustawic 3 litery: a, a, b?
A=1{a, a, b}

Mozliwosci — permutacje: (aab), (baa), (aba)
nl=2,n2=1 n=nl+n2=2+1=3
P’=n!/nll*n2!)=31/(2!*1)=6/2=3

Wariacje

Wariacjami albo rozmieszczeniami po k elementéw wybranych z n elementéw (k <n)
nazywamy takie ustawienie tych k elementéw, przy ktérym w kazdej wariacji porzadek ustawienia
jestinny.

Przykfad
llos¢ elementéw n = 5. Elementami sg litery A, B, C, D, E.

Tworzymy z tych 5 liter zespoty (wariacje) dwuliterowe (k=2):

AB, AC, AD, AE, BA, BC, BD, BE, CA, CB, CD, CE, DA, DB, DC, DE, EA, EB, EC, ED.
75 liter powstato 20 zespotdéw (wariacji) 2-literowych.

llos¢ tych zespotow jest iloscig wariacji z 5-ciu elementéw po 2.

llo$¢ wariacji z n elementéw po k oznaczamy V,* lub A"

Wariacja bez powtodrzen

Wariacja k —wyrazowa bez powtdrzen zbioru n - elementowego — kazdy k —wyrazowy cigg
o roznych wyrazach ze zbioru n —elementowego.

Z wariacjg bez powtdérzen mamy do czynienia, gdy tworzymy cigg z elementdw danego zbioru

i cigg ten nie musi sie sktadac ze wszystkich elementdéw zbioru.

Np. w zbiorze jest 20 elementdw a cigg jest 5 elementowy.

,Bez powtdrzen” oznacza, ze zaden element tworzonego ciggu nie moze sie powtarzac.

Np. w przypadku losowania kolejnych elementéw ciggu, element wylosowany nie wraca so puli —
losowanie bez zwracania.

Liczbe elementéw zbioru oznaczamy przez n, a liczbe elementéw powstatego ciggu przez k.

llo$¢ wariacji bez powtdrzen, tworzonej ze zbioru n —elementowego, a cigg tworzony

ma k elementéw - oznaczamy przez A

Liczba wariacji bez powtdrzen:
V"= n*(n-1)*(n-2)*..*(n-k+1) = n!/ (n-k)! gdzien EN’, K€ N' ik<=n

Jezeli w doswiadczeniu losowym ze zbioru n -elementowego wybieramy k elementéw w ten sposéb,
ze:
- wybrane elementy nie mogg sie powtarzac



- kolejno$¢ wybranych elementow jest istotna
To tworzymy k -wyrazowgq wariacje bez powtdrzen zbioru n — elementowego, gdzie k <=n

Uwaga: W kalkulatorze oznaczenie: nPr=n!/ (n-r)!

Kazda n —elementowa wariacja bez powtdrzen zbioru n —elementowego jest jego permutacija

Przykfad

Ze zbioru {a, b, c} mozna utworzy¢ szes¢ 2-wyrazowych wariacji bez powtdrzen
(a, b), (a, ¢), (b, c), (b, a), (c, a), (c, b)

n=3, k=2

V;2=3%2*%1=6

V;2=31/(3-2)1 =1*2*3 =6

Przyktad:

Pewien kod tworzymy z 3 liter wybranych sposréd nastepujgcych: A, B, C, D, E, F, G, H,
przy czym litery nie moggq sie powtarzac. lle jest takich kodéw?

Na | miejscu mozna wpisac jedng z 8 liter, na Il miejscu jedng z pozostatych 7 liter,

na trzecim jedng z pozostatych szesciu.

Vg = 8%7*%6 = 81/ (8-3)! = 8!/5! = 51*6*7*8/5! = 6*7*8 = 336

Przykfad:

A ={a, b, c} - zbiér wyjsciowy —n=3

Dlak=2

Vs*=31/(3-2)!=31/11=31=1*%2*3=6 {ab, ba, ac, ca, bc, cb}

Przyktad
Sposrdd 25 zawodnikdw zostanie wybranych 3 medalistéw. Jaka jest liczba mozliwych wynikdw?

y§3 = 25%24*..(25-3+1) = 25*24*(25-3+1) = 25*24*23 = 13800
y§3 =251/(25-3)! = 221*23*24*25/22! = 23*24*25= 13800

Przyktad
lloma sposobami mozna wyciggngc 2 karty z talii ztozonej z 52 kart?

Vs,2 = 521/ (8-2)! = 501*51*52 / 50! = 51*52 = 2652

Przyktad
lloma sposobami mozna posadzi¢ na kanapie 2-osobowej rodzine ztozong z 8 oséb?

V82 = 8!/ *8-2)! =81/6! =6!*7*8 / 6! =56

Przyktad:
Pewien kod jest czterocyfrowy i sktada sie z cyfr 1 do 9, przy czym zadna cyfra nie moze sie powtarzac.

Liczba elementdw zbioru, z ktorego losujemy elementy wynosi 9 (cyfry 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9 —bez 0)
Liczba elementow ciggu wynosi 4 — kod zawiera 4 cyfry: k=4

Q] = Vo' =91/(9-4)! = 91/5! =51¥6*7*8*9 / 5| = 6¥7*8*9 = 3024
Na kalkulatorze naukowym: 9 SHIFT nPr 4 = 3024



Wariacja z powtorzeniami

Wariacja k — wyrazowa z powtdrzeniami zbioru n — elementowego — kazdy k — wyrazowy cigg
o wyrazach ze zbioru n — elementowego.

Wariacje z powtérzeniami stosujemy w takich przypadkach jak wariacje bez powtdrzen

ale z tg réznicg, ze poszczegdlne elementy ciggu mogg sie powtarzac.

Liczba wszystkich mozliwych wariacji z powtdrzeniami:
W, = n* gdzieneN', keN'

Przykfad:

Z elementow zbioru {a, b} mozna utworzyc:

Cztery 2-wyrazowe wariacje z powtdrzeniami:

(a,a), (a, b), (b, a), (b, b)

W,2 =2°=4

Osiem 3-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami:

(a, a,a), (a,a,b),(ab,a), (b, a a), (b,b,b), (b,b,a), (b,a,b), (a, b, b)

Przyktfad:
A={a, b,c}, n-3, k=2
Ws*=32=9 Moiliwe podzbiory: {ab, ba, ac, ca, bc, cb, aa, bb, cc}

Przyktad:

lle jest wszystkich liczb 3-cyfrowych, w ktdrych zapisie wystepujq tylko cyfry 1i2?
Na kazdej pozycji mogg by¢ 2 cyfry. 1.2 | 1..2 ] 1..2|

Kazdg z 3 cyfr mozna wybrac¢ na 2 sposoby,

zatem jest: 2*2*2 = 8 takich liczb (2 cyfry na kazdej z 3 pozyc;ji)

{111, 121,211, 221, 112, 122, 212, 222}

n=2, k=3

wW,> =2°=8

Przykfad

lle jest wszystkich liczb 3-cyfrowych, w ktdrych zapisie wystepujq tylko cyfry 1,2, 3, 4, 57?
Na kazdej pozycji mogg wystepowac cyfry 1, 2, 3, 4, 5 — piec cyfr.

n=5k=3 [1..5][1..5][1..5]

Jest 5*5*5 =125 takich liczb

Ws*=5% =125

Przykfad

lle piecioliterowych kodéw mozna utworzyc z liter: A, B, C, D, E, F, G, H, jesli litery mogq sie
powtarzac.

n=8, k=5; Jest kodow: 8*8*8*8*8 (8 na kazdej pozycji)

W, = 8°=32768

Kombinacja



Kombinacjami albo pofgczeniami nazywamy takie zespoty po k elementéw wybranych
z n elementdéw, w ktdérych te elementy rdznig sie miedzy sobg wytacznie jakoscia.

W kombinacjach nie bierze sie pod uwage porzadku ustawienia.

Np. AB i BA to ta sama kombinacja.

Przykfad

Elementami sg litery: A, B, C, D, E, F.

Tworzymy z nich zespoty 2-literowe, przy czym zaktadamy, ze nie interesuje nas porzadek liter, a
tylko ich jakosc.

llos¢ utworzonych zespotdw 2-literowych z danych szesciu liter wynosi 15.

S to zespoty:

AB AC AD AE AF

BC BD BE BE BF

CD CE CF

DE DF

EF

lloé¢ kombinacji po k elementéw branych z n elementdéw oznaczamy przez C,¢

Mozna zauwazyé, ze jesli w kazdej kombinacji ztozonej z k elementéw poprzestawiamy te elementy
na wszystkie sposoby, to otrzymamy wszystkie mozliwe wariacje po k elementéw wybranych z n
elementow.

Poniewaz jedna kombinacja zawiera k elementéw, to ilo$é mozliwych przestawien

— permutacji tych k elementéw wynosi k!.

Wszystkich kombinacji jest Cn* *k, zatem iloé¢ wszystkich wariacji z C,* kombinacji bedzie Cn* *k!.
Biorgc pod uwage, ze ilo$¢ wariacji z n elementdéw po k wynosi n!/(n-k)!, otrzymujemy:

cn** k!=n!/ (n-k)!, stad

cn“=n!/ (k!*(n-k)!
Czesto pisze sie symbol C,“ w postaci (")

Przyktad
lloma sposobami mozna wybrac poczet sztandarowy 3-osobowy z 10-ciu zotnierzy?

Cio’ = (%)= 10!/(3!*(10-3)! = 10!/(31*7!) = 120

Przykfad
lloma sposobami mozna rozdzieli¢ 3 stypendia w catosci miedzy 9 kandydatow o tych samych

kwalifikacjach?
Co’=91/(61*3!) =84

Kombinacja bez powtdrzen k elementéw sposréod n elementéw (0 <=k <=n)
- kazdy k —elementowy podzbidér zbioru n —elementowego.

Jezeli w doswiadczeniu ze zbioru n —elementowego wybieramy k elementdw, w ten sposdb, ze:
- wybrane elementy nie mogg sie powtarzag,

- kolejno$¢ wybranych elementéw nie jest istotna,

To tworzymy k —elementowg kombinacje zbioru n -elementowego, gdzie k <=n

Przykfad

Zbidr {a, b, c, d}

Dla k = 1 (kombinacje 1-elementowe): {a}, {b}, {c}, {d} = jedna kombinacja

Dla k = 2 (kombinacje 2-elementowe): {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d}, {c, d} = 2 kombinacje



Dla k = 3 (kombinacje 3-elementowe): {a, b, ¢}, {a, b, d}, {a, ¢, d}, {b, ¢, d} = 4 kombinacje
Dla k = 4 (kombinacje 4-elementowe): {a, b, c, d} - jedna kombinacja

Liczba kombinacji bez powtdrzen:

k _ n —L . .. .
G = [k]_k!*(n—k)! gdyn€e€N’, keN in>=k

C.= ["] _nm-1)(n-2)«.x(n-k+1

k k!*(n—k)! gdyn€N’, kEN"in>=k

C.=nCk = n!/ (k!*(n-k)!)

ki*C X = v X gdzie VX~ wariacja k -wyrazowa bez powtérzen zbioru n - elementowego

Uwaga: W kalkulatorze oznaczenie: nCr=n!/ ( r!'*(n-r)!)

Przykfad

A={a,b,c} n=3

Dlak=2

Gy’ =31/(21%(3-2)! = 31/(21*11) = 1*¥2*3/2 =3
Mozliwe podzbiory: {ab, ac, bc}

Przykfad
Z klasy liczacej 19 dziewczat i 12 chtopcdw, wybierana jest delegacja, w sktad ktérej wchodzg

3 dziewczyny i 2 chtopcow. Na ile sposobéw mozna to uczynic?

3 dziewczyny sposrdd 19 mozna wybrac na

Cio° sposoby = (*3) = 191/ (31*%(19-3)! = 16!*17*18*19/6*16!=969

Dwdch chtopcédw spoéréd 12 mozna wybraé na (*%,) sposoby = 121/ (21*%(12-2)!) = 66
(*%;) * '2,) = 969*66 = 63954 > delegacje mozna wybrac¢ na sposoby

Przyktad
W ,,Duzym Lotku” skreslamy 6 liczb sposréd 1.. 49 liczb.

1. Prawdopodobienstwo zdarzenia A, ze trafnie skreslimy 3 liczby
|Q| = Cs® =49!/(6!*431) = 13 983 816
Trafnie kreslimy 3 liczby, gdy skreslimy 3 sposréd wylosowanych przez maszyne losujgca
oraz 3 z 43 (49-6), ktorych nie wylosowata maszyna.
|[A| = Cs’* Cu5® =20 * 12341 = 246820
P(A) = |A|/|Q]| = 246820/13983816 =~0,18
2. Prawdopodobienstwo trafienia szostki
P(B) = 1: C4o°= 1/ 13983816
3. Prawdopodobienistwo trafienia pigtki:
(%) * (%) / (%) = 6 * 43 /13983816 = 258/13983816 = 1/54201
4. Prawdopodobienstwo trafienia czworki
Co' * Cyo6 " / Cao ° = 15545 / 13983816 = 15*903 / 13983816 = 13545 / 13983816 = 1/1032
4. Prawdopodobienstwo trafienia trojki
Co’ * Cyos  / Cao ° = 246820 / 13983816 = 1/ 57



Podstawowe zasady kombinatoryki

Zasada mnozenia

Jesli | obiekt daje n mozliwosci a drugi m mozliwosci, to przy rozpatrywaniu niezaleznym tych
obiektéw, mamy: n * m mozliwosci

Przyktad: lle mozna utworzy¢ kodow 2-znakowych, w ktorych

- na miejscu | umieszczamy jednq z 20 liter

- na miejscu Il jedng z cyfr 1 do 9

Dane:n=20, m=9

n*m = 20%9 =180 Odp. mozna utworzy¢ 180 koddw 2-znakowych, przy zadanych warunkach

Jesli obiektow jest k,

pierwszy stwarza n, mozliwosci, drugi n,, .. ostatni ng mozliwosci
| obiekty te mozemy rozpatrywac niezaleznie, to jest ogotem:

n; *n, *... * n,  mozliwosci

Przyktad:

Trzy klasy liczg odpowiednio: 20, 30, 25 ucznidw.

lle 3-osobowych delegacji szkoty mozna utworzyc, biorgc po jednym uczniu z kazdej klasy?
k=3, n1=20, n2=30, n3=25

20*30*25 = 15000 Odp. Mozna utworzy¢ 15000 delegacji trzyosobowych.

Jesli obiektow jest k ikazdy z nich ma tyle samo n mozliwosci,
. S k

to ogétem mozliwosci jest n

Wariacje z powtdrzeniami: W,k = n*

Przykfad:
Szesciu uczniow ma oceny w skali 2 do 5 (1, 3, 4, 5 — 4 oceny). lle jest mozliwosci wystawienia ocen?

n =4 (oceny), k=6 (uczniowie)

4° = 4096

Piecioro uczniéw ma oceny w skali 1 do 6. lle jest mozliwosci wystawienia ocen?
n=6 (oceny), k=5 (uczniowie)

6°=7776

Przyktad

Oblicz, ile roZznych wynikéw mozna otrzymac, rzucajgc 4 razy monetgq.

Wyniki rzutow sg wybierane ze zbioru 2-elementowego A={O,R}, |A|=n=2.
Rzucajac 4 razy monetg tworzymy 4-wyrazowe ciagi, wiec k = 4.

Liczba wynikéw jest rowna liczbie V. =n"=2"=16

Odp. Mozna otrzymac 16 réznych wynikéw.

Przykfad



Na ile roznych sposobow mozna wybrac 3 czekolady przez 2 osoby

2 C3 wybor czekolady (1 z 3) przez I osobe

AN AN

Cl1 C2 C3 Cl1 C2 C3 Cl C2 C(C3 wybdrczekolady (1 z 3) przez Il osobe

Mozlwosci wyborn

Q= {(C1CI).(C1C2),(C1C3).(C2CL). (C2C),(C2C3).(C3CL).(C3C) (C3C3)}
Q=3 =9

k
Wn =n n - ilosc czekolad (mozliwosci), k - losc osob (obiekiow)

Obsadzanie wolnych miejsc

Jesli pierwszy obiekt mozna umiescié na jednym z n miejsc, drugi na jednym z n-1 miejsc,
trzeci na jednym z n-2 miejsc, a k -ty najednym z n- (k-1) = n-k+1 miejsc,

to liczba mozliwych obsadzen jest rowna:

n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1) — jest k czynnikow

Przyktad
Na ile sposobdw mozna rozsadzi¢ 5 osob na 6 wolnych miejscach?

n=6, k=5; 6*5*..(6-5+1) = 6*5%...¥2 = 6*5%4*3%)
6*¥5*4%*3%)

Ustawianie sie w kolejce
n réznych obiektéw mozna ustawié¢ jeden za drugim na
n! = n*(n-1)*(n-2)*...*¥2*1 = 1*2*3* . (n-1)*n

Przyktad
Na ile sposobow mozna ustawic w kolejce 4 osoby?

41 = 1%2*3%4 = 24

Przykfad
lle jest mozliwych kolejnosci w jakiej dobiegnie na mete 5 zawodnikéw?
51=1*%2%3*4*5 =120

Wykluczenie cze$ci mozliwosci



Czasem tatwiej obliczy¢ w ilu wypadkach warunek nie jest spetniony.

Spetnienie warunku oblicza sie wtedy przez odjecie od ilosci wszystkich mozliwych zdarzen
elementarnych, ilosci, w ktérych warunek nie jest spetniony (zdarzen przeciwnych).

Al =1Q[-|A

Przyktad

Przy wyrzuceniu n razy monetq, ile jest przypadkéw m, w ktérych orzet wystqpit choc raz?
Ogdtem jest 2" mozliwosci (ciggdw rzutu monetq).

WSsréd nich jest tylko jedna mozliwo$é, w ktérych orta nie ma ani razu.

Zatem takich, w ktérych orzet wystgpit co najmniej jeden raz jest: |A] =m = 2" -1,
Dlan=3 > m=2-1=8-1=7  (Orfa nie ma ani razu w ciggu {RRR})

Dlan=6-> m=2%-1=64-1 =63 (Orfa nie ma ani razu w ciggu {RRRRRR} )

Dla n=8-> m=2%-1=256-1 =255 (Orfa nie ma ani razu w ciggu {RRRRRRRR} )

Drzewa stochastyczne — drzewa zdarzen

W trudniejszych sytuacjach moze sie przydac narysowanie drzewa.

W drzewie tym wierzchotki rozgateziajg w zaleznosci od rozwoju sytuacji.

Kazdej krawedzi odpowiada liczba wskazujgca na ile sposobdw dany etap rozwoju sytuacji mozna
zrealizowad.

Mnozy sie liczby mozliwosci rozmieszczone wzdtuz kolejnych krawedzi danej gatezi by obliczy¢
naile sposobéw mozna zrealizowac dany cigg wydarzen (tworzgcy dang gataz drzewa).

llos¢ sumaryczng wszystkich mozliwosci obliczamy sumujgc wyniki mozliwosci dla wszystkich gatezi
drzewa.

Przyktad:
lle mozna utworzy¢ haset trzyznakowych z m liter i n cyfr, jesli po literze moze stac litera lub cyfra,
a po cyfrze zawsze tylko cyfra? Litery i cyfry mogq sie powtarzac.

Ile mozna utworzyc haset 3-znakowych z[mlliter injcyfr,

jesli po literze moze stac litera lub cyfra a po cyfrze tylko cyfra?

Litery i cyfry moga sie powtarzac.

(Oznaczenia:

. n 1m
L - litera Dla m=24, n=10
C - cyfra

Y C L Razem moilwosc: 22984
m - ilosc liter m
n - iloé¢ cyft o | V \
m"2 =m*m C C L
m™3 = m*m*m m
n"2=n*n n | n | H/\

AJ=p*n*
n"3=n"n*n C C C L
I II II1 v

[losci mozliwosei 1D n*n*n II: m*n*n [II: m*m*n IV: m*m*m

Razem: n"3 + m*n™2 + m™2*n +m"3



Jesli hasto 3-znakowe moze sktadacd sie

z 2 liter i 2 cyfr to jest 32 mozliwosci.

z 10 liter i 2 cyfr to jest 1248 mozliwosci.

z 10 liter i 10 cyfr to jest 4000 mozliwosci.

z 24 liter i 10 cyfr to jest 22984 mozliwosci.

Z 26 liter i 10 cyfr to jest 27936 mozliwosci (alfabet facinski).

Kule w urnach
Jezeliw k rozréznialnych (np. ponumerowanych) urnach mamy rozmiescié¢
n jednakowych, nierozréznialnych kul

to liczba mozliwosci rozmieszczenia wyraza sie wzorami:

1) Jesli niektére urny mogg zostac puste
Clhsa = ( EE2) = (n+k-1)1/ (n1*(n+k-1 = n)! = (k1)1 / (k-1)!

2) Jesli w kazdej urnie musi sie znalez¢ przynajmniej jedna kula

s = (G0 = (D)1/ (01— ked)! = (01 / (k!

Linki
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http://marmaj.math.uni.lodz.pl/Pros 11 12/19 Elementy rach. p-stwa.pdf
http://www.medianauka.pl/prawdopodobienstwo-wstep
http://www.matemaks.pl/wstep-do-rachunku-prawdopodobienstwa.html
http://www.matematyka.net/index.php/teoria/rachunek-prawdopodobienstwa
http://marmaj.math.uni.lodz.pl/Pros 11 12/19 Elementy rach. p-stwa.pdf
http://www.medianauka.pl/prawdopodobienstwo-wstep
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