Funkcja liniowa i rGwnania prostej

Opracowano m.in. na podstawie podrecznika ,,MATEMATYKA w otaczajgcym nas swiecie” zakres
podstawowy i rozszerzony”

Funkcja liniowa

Funkcje f: R — R okreslong wzorem f(X) = ax+b, gdzie x ER,a€Ri b ER
nazywamy funkcjg liniow3.

Litery a i b oznaczajg liczby dane:

a — wspolezynnik kierunkowy,

b — wyraz wolny

Funkcja liniowa okreslona jest wzorem:

f(x) = ax + b, gdzie a i b sg liczbami rzeczywistymi

Wzory: y=ax+b i f(X) = ax + b - uzywane zamiennie.

Zmienng X hazywamy zmienng niezalezng, a y zmienng zalezng.

Wykresem funkcji liniowej f(X) = ax + b jest prosta o rownaniu y = ax + b.

Wykres funkcji liniowej y=ax +b / y y=ax+b

(0. big)i2
A (1, b+a)

a a=all=tg Q

y=ax+b
ax+b=0
ax=-b
X=-D/3a

Prosta ta przecina o$ rzednych w punkcie (0, b) i nachylona jest do osi odcietych pod
katem a, takim, ze tga = a

Wspotczynnik kierunkowy a we wzorze y = ax + b opisuje nachylenie prostej

wzgledem osi X.



Dziedzing kazdej funkcji liniowej jest zbior liczb rzeczywistych R, czyli przedziat Ds =
= (- o0, + )

Zbiorem wartos$ci funkcji liniowej okreslonej wzorem y = ax+b jest:

- zbiér liczb rzeczywistych, gdy a =0

- zbior jednoelementowy {b}, gdya=0

Funkcja liniowa f(x) = ax + b jest:
e rosngca w R, jesli wspotczynnik kierunkowy a >0
e malejgca w R, jeslia <0
e stala, jeslia=20

Przyktady:

y=-3x+4, gdziea=-3, b=4
f(x) = -X, a=-1,b=0;
y=12, a=0,b=12

Cw. 2
a) Wykres funkcji y=2x-4

Metody sporzadzenia wykresu

1) Nanosimy na wykresie punkty z tabelki (min. 3 dla kontroli) i faczymy prosta

2) Zaznaczamy na osiy warto$¢ b = -4, czyli oznaczamy punkt (0, -4)
oraz miejsce zerowe x=2, czyli punkt (2, 0) i taczymy te punkty prosta

3) Zaznaczamy punkt (0, -4) jak wyzej a nastepnie z tego punktu odktadamy wektor
[1, 2], poniewaz a = 2 czyli 2/1 — po osi x warto$¢ Dx=1, a po osy y wartos¢ Dy=2
Wspbirzedne poczatku wektora: x=0,y =b
Wspotrzedne konca wektora: x=0+1=1,y=-4+2=-2.
Ogolnie: X = 1, y = b+a — punkt (1, b+a)
Czyli wspotrzedne poczatku wektora: (0, b) a konca: (1, b+a). T
utaj odpowiednio: (0, -4) oraz (1, -2).

4) Wektor ten okresla prostg y=2x-4




http://www.jogle.pl/wykresy/
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Dziedzina kazdej z tych funkcji jest zbior liczb rzeczywistych R,
czyli przedziat Dy = (- o0, + 0)

Zbiorem wartosci funkcji jest:
zbior R czyli Zy, =Ys = (-0, +00) gdya<>0
zbidr majacy tylko jeden element: Zw=Y¢=Db, gdya=0

Przyktad 3

Sprawdz, ktére sposrod punktow o wspotrzednych: (0, 0), (-1, 1), (100, 102)

nalezg do wykresu funkcji f, okreslonej wzorem: f(x) = X + 2.

Rozwigzanie:

Punkt (Xo, Yo) nalezy do wykresu funkcji f gdy f(xo) = Yo

f(0) =0+2 =2 Punkt (0, 0) nie nalezy do wykresu funkcji f,

bo f(0) =2 i f(0) # 0 f(Xo) # yo

f(-1)=-1+2=1 Punkt (-1, 1) nalezy do wykresu funkcji f, bo f(-1) =1
f(X0) = Yo

f(100) = 100 + 2 =102

Punkt (100, 102) nalezy do wykresu funkcji f, bo f{100) =102  f(Xo0) = Yo

Cw. 5


http://www.jogle.pl/wykresy/

Sprawdz, ktore sposrod punktow: (-8, 45), (-1, 8), (307, 619), (-3215, 6435) nalezg do

wykresu funkcji f okreslonej wzorem f(x) = -2x+ 5

f(-8) =-2*(-8) + 5=21 21 #45

Punkt (-8, 45) nie nalezy do wykresu funkcji f, bo f(-8) # yo, gdzie yo =45
f(307) =-2*(307) +5=-614 +5=-609 #619

Punkt (307, 619), nie nalezy do wykresu funkcji f,

f(-3215) = -2*(-3215) + 5 = 6430 + 5 = 6435

Punkt (-3215, 6435) nalezy do wykresu funkcji f, bo f(x0) = Yo

Zadania utrwalajace
14.4 Sporzadz wykres funkcji funkcji liniowej okreslonej wzorem :
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Interpretacja wspolczynnikow liczbowych funkcji liniowej

Dla dowolnej funkcji liniowej f(x) = ax + b, dla argumentu x=0, f(0)=a*0+ b =b,
czyli punkt (0, b) lezy na prostej, bedacej wykresem funkcji.

Proste o tej samej wartosci b, tworza pek prostych

y=aX+b, y=a;x+b, y=asx+b, itd.

Pek prostych — zbior wszystkich prostych, przechodzacych przez ustalony punkt, ktory
nazywamy Srodkiem peku,

¥ o=1f2%x+2 /

y =xt+2

Pek prostych o srodku (0, 2)
2

1+

2

¥ =-2%x+2

\

Wykres funkcji liniowej y = ax + b, przechodzi przez punkt (0, b).
Wspbdiczynnik b, to tzw. ,,warto$¢ funkcji dla argumentu zero”.

W praktyce moze odpowiadac kapitalowi poczgtkowemu, temperaturze na poziomie 0 nad
poziomem morza, zaptacie za przejazd pierwszego kilometra itp.

Jezeli funkcja liniowa okreslona jest wzorem y =ax + b,
to gdy zwiekszamy warto$¢ argumentu X 0 1, to warto$¢ funkcji zmienia sie 0 a.

Wykres funkcji liniowej y = ax + b przechodzi przez punkty (0, b) i (1, a+b)

Funkcja linowa f(x) = ax + b jest:
rosngca, gdy a >0, malejaca, gdy a <0, stala, gdy a=0



y=ax+b

a=0

funkcja stata

funkcja rosnaca
a=0

X

a=0

funkcja malejaca
Proste rownolegle i proste przecinajace si¢
Jesli a; = ap — proste réwnolegle jesli a; # ap — proste si¢ przecinaja
My /
y=al* + b1
y=az2" +b2
al = a2 - proste rownolegle
X
y=a3*x + b3
a2 <> a3 - proste sie przecinajg




Zadania praktyczne — wzory

Dane réwnanie Yy = ax +b.
Wyznaczy¢ dane do wykreslenia funkcji, okre$l znaki warto$ci funkcii

Miejsce zerowe Xp=-b/a jesli a<>0

P2 = (xo, 0), gdzie xo = -b/a — miejsce zerowe jeslia <> 0

Punkt przeciecia prostej z osia y: P1 = (0, b) - punkt na osi y — rzgdna b
Wspolczynnik kierunkowy a =tg a = a/l > wektor [1, a]

— po osi x wartos$¢ 1, a po osy y wartos¢ a

P3 = (1, at+b) — punkt nalezacy do prostej, na koncu wektora [1, a]
wychodzacego z punktu P1=(0, b).

Jezeli a = p/g to mozna przyja¢ wektor [1,a] =[1, p/q] - q po osi X, p po 0sy y
lub inny wektor [p, q], tez lezacy na prostej - ¢ po 0Si X, p PO OSiYy.
Wspotrzedne punktu P4 =(q, p+b).

Jesli a <> 0 to jest miejsce zerowe X, =-b/a

Jesli a = 0 to prosta rownolegta do osi x o rOwnaniu y =b

Jesli a=0 ib <>0 tonie ma miejsc zerowych

Jeslia=0 i b =0toréwnanie prostej: y =0

prosta — pokrywa si¢ z osig x — nieskonczenie wiele miejsc zerowych
- kazda liczba rzeczywista jest miejscem zerowym

Wartosci funkcji
1) a>0 to y>0dla x>xy, y< O0dla x<Xxp

2) a<0 to y>0dlax< Xy, y<O0dla x> xo
3) a =0 - wykres rownolegty do osi x

y=ax+b
=0
Y as0 qiiTiee a<0 8
oo y ! b=0
y =ax \ b__ b
b /+ + b,:‘. +
¢ b/ =0
-bla / X \\ a X y X




Wyznaczenie rownania prostej y=ax+b

1 Dane ai Xo.
y =ax+b 0=a*xp+b b =-a*x y = a*x —a*Xo

2 Dane b prostej k: y =ax +b (nieznane a)
I réwnanie prostej |: réwnoleglej do wyznaczanej prostej I: y = a2*x + b2

a=a2 y =a*x+b, czyli y=a2*x+b

3 Dane: b i punkt P =(Xp, Yp), lezacy na prostej
Yp =a*Xp +b a*Xp=Yp-b a=(Yp-b)/Xp
y=ax+b y=(Yp-b)/Xp*x+b

4 Dane sa 2 punkty: A=(Xa, Ya), B=(Xb, Yb)

a = (Ya-YDb)/(Xb-Xa) - wspotczynnik kierunkowy = tg a
Ya=a*Xa+b -rownanie | = b=Ya-a*Xa

Yb=a*Xb +b - rownanie Il > b=Yb-a*Xb y=ax+b lub
--------------- odejmujemy réwnania: II -1

Yb - Ya=a*(Xb - Xa) - a=(Ya-Yb)/(Xb-Xa)

b — 2 sposoby jak wyzej: b = Ya—a*Xa, b=Yb-a*Xb
y = (Ya-Yb)/(Xb-Xa) * x + Ya—a*Xa lub

y = (Ya-Yh)/(Xb-Xa) * x + Yb — a*Xb

5 Dany kat a i miejsce zerowe Xo
Xo odpowiada punktowi (Xo, 0)

a=tga 0O=a*Xa+b = b=-a*Xb y =a*x +b

6 Dany punkt P=(Xp, Yp) oraz kat kierunkowy a
a=tga Yp=a*Xp+b >b=Yp-a*Xp y =a*x+b y=a*x+(Yp-a*Xp)
y=(tga) *x+ (Yp—a*Xp)

7 Prosta p przechodzi przez punkt P = (Xp, Yp) i jest rownolegta do prostej o rOwnaniu:
y=al*x+Dbl

a =al (proste ||) Yp=a*Xp+b 2> b=Yp-a*Xp

y=a*x+b czyli y=al*x+ Yp-a*Xp

8 Napisa¢ rownanie prostej, gdy dane miejsce zerowe x0 oraz b
y = ax+b 0=a*X0+hb a*X0=-b a=-b/X0
y =-b/X0+b



9 Dany punkt P (Xp, Yp), przez ktory przechodzi prosta K
prostopadta do prostej 1 o rOwnaniu: y = a2*x + b2

Wyznaczy¢ rownanie prostej k

y = axtb a=-1/a2 bo a*a2=-1
Yp=a*Xp+b 2 b=Yp-a*Xp
y=ax+Db

y=-1/a2*x+ Yp - (-1/a2)*Xp

y = -1/a2 * x+ Yp +*Xpl/a2

Punkt przeciecia sie 2 prostych — wyznaczenie wspolrzednych punktu przeciecia:

y=al*x +bl - rOwnanie | prostej
y =a2*x + b2 - rOwnanie |l prostej
I Metoda tradycyjna

Przyrownujemy roOwnania: y=1y, czyli al*x +bl=a2*x + b2,

lub odejmujemy stronami — rownanie I - réwnanie 11

(odpowiednik metody przeciwnych wspotczynnikow — tu odejmowanie zamiast dodawania)
stad

xf(al-aZ) =b2-b1 > x=(b2-bl)/(al-a2) = (b1-b2)/(a2-al)

y =al*x + bl oraz (dla kontroli) y=a2*x + b2
y = al*(b2-bl)/(al-a2) + bl

y = (al*b2-a2*bl)/(al-a2) lub y=al*x+b1
y = (a2*bl-al*b2)/(a2-al) ™~

P(x.y)

Il Metoda wyznacznikowa / \

Ky - _ _ e r .
al*x —y=-bl - posta¢ ogdlna I proste; y=a2-x+b2

a2*x — y = -b2 — posta¢ og6lna II prostej
Wx=|-bl -1|] =bl-b2

|-b2 -1|
Wy =|al-bl =al*b2-al*bl|
|a2 - b2
W=lal -1 =a2-al
| a2 -1|

Xx=Wx/W = (bl -Db2)/(a2-a2)=(b2-bl)/(al —a2)
y =Wy/W = (a2*bl -al*b2) /(a2 —al) = (al*b2 — a2*bl)/(al — a2)
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Rozne postacie rOwnania prostej

Posta¢ Roéwnanie Zalozenie Wiasciwosci prostej
Kierunkowa y = mx+b m = tg a- wspotczynnik kierunkowy
Zwykle m oznacza o —kat nachylenia prostej do osi x
si¢ jako a b — wyraz wolny — rzgdna punktu P1
(w tej tabeli a ma przeciecia prostej z 0sig y.
inne znaczenie — P1=(0, b).
odcieta punktu Jesli a # 0 to miejsce zerowe X,= -b/a -
przeciecia z 0sig x) punkt P2 = (-b/a, 0)
vl = [1, m] — wektor rownolegly do proste;.
Przy konstrukcji graficznej, zaczepiamy w
punkcie [0,b]
P3=(0,b)+[1,m]=(1,m+b) — punkt na prostej
Ogolna Ax+By+C=0 A#0 lub B#0 | Prosta jest prostopadia do wektora [A, B]
i przechodzi przez dany punkt P(Xo, Yo);
C = -(Ax,*+BY,)
Odcinkowa x/a +yla =1 a#0 1 b#0 Prosta odcina na osi x odcinek a (od
poczatku uktadu), a na osi y odcinek b
(od poczatku uktadu)
Normalna y*sinp + x*cosp =d Prosta odlegta o d od poczatku uktadu,
a normalna (prostopadta do prostej)
tworzy kat B z 0sig x
Wyznacznikowa | |x-X0 y-yo| Prosta jest || do wektora v=[p, q]
lp g [=0 i przechpdzi przez dany punkt P(Xo, Yo);
Parametryczna | X = xo+p*t p#0 lub q#0 | Prosta jest || do wektora v=[p, q]
y = yo+p*t i przechpdzi przez dany punkt P(Xo, Yo);
Dwupunktowa | (X-x1)/(x1-x2)= X1 # X2 Prosta przechodzi przez 2 dane punkty
(dane 2 punkty) | (y-y1)/(yl-y2) yl#y2 P1(x1, y1) i P2(x2,y2)
Biegunowa r = p/(cos£- b) d #0 p -odlegtos¢ prostej od bieguna,

b- kat migdzy osig biegunowa

1 polprosta poprowadzong z bieguna
prostopadle do danej prostej,

I — promien - wspotrzedna
odlegto$ciowa punktu prostej —
odlegtos$¢ od bieguna,

£- wspotrzedna katowa punktu prostej
— katem migdzy osia biegunowa i
polprosta poprowadzong z bieguna do
danego punktu.

Oznaczenia i1 zwigzki mi¢dzy parametrami

m =1tg & - wspotczynnik kierunkowy
A, B, C — wspolczynniki rownania w postaci ogdlnej

d — odlegtos¢ prostej od poczatku uktadu
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n =[A, B] — wektor prostopadty do prostej

vl =[1, m] - wektor rownolegty do prostej

v = [p, q] — wektor rownolegty do prostej

a = -C/A — odcinek na osi x od punktu (0,0) do przeciecia z osig x

b = -C/B - odcinek na osi y od punktu (0,0) do przeciecia z osig y — tez wyraz wolny rownania

kierunkowego

m = -b/a =-A/B = g/p = (y2-y1)/(x2-x1) — wspotczynnik kierunkowy = tg a
o —kat nachylenia prostej do osi x

cosp = A/(x\(A? + B?)

sin p = B/(x\(A? + B?)

d = |C|/ V(A% + B?) = |b| / (1 + m?)

Dwie proste lezace na plaszczyznie:
k1: Al*x +Bl*y + C1 =0 oraz
k2: A2*x + B2*y +C2 =0

53

- réwnolegle, jesli A1/A2 = B1/B2 (jesli dodatkowo sa rowne C1/C2, to proste k1 i k2 pokrywajg si¢)

- przecinaja si¢ W pozostatych przypadkach,
przy czym kat przeciecia prostych mozna okresli¢ ze wzoru:

tg e =tg(kl, k2) = (A1*B2-A2*BL/( A1*A2+B1*B2

Odleglos$¢ punktu P(xo, yo) od prostej k: Ax+By+C = 0 jest rowna dtugosci odcinka, ktorego
jednym koncem jest punkt P, a drugim jego rzut prostokatny na prosta k i wyraza si¢ wzorem:

d(P, k) = |A*x0+Byo+C/|/ V(A% + B?)

Dhugosé odcinka AB, o wspohrzednych A=(xA, yA), B=(xB, yB) wyraza si¢ wzorem:
d = |AB| = V(xa-Xa)’ + (Y&-Ya)?)

Srodek S odcinka AB ma wspohrzedne: S = ( (Xat+Xa)/2, (Yat+ys)/2 )

Punkty i proste na plaszczyznie - zaleznosci

Zagadnienie Posta¢ rownania prostej Wzory, uwagi
ogolna kierunkowa
d — odlegtos¢ | d = |A*x0+Byo+C| /(A? + B?) d = |m*X,+y.+b|/N(1 + m?) | Dla postaci normalnej
punktu = |A*x0+Bxyo+C| d = |Xo* cosp+y,*sinp-d|
P=(xo0,y0) VA2+B2
od prostej
Kat miedzy tg ¢ =(A1*B2-A2*B1/( A1*A2+B1*B2) | tgf= (Mp-my)/(1+m;*m;) | Wzor nie obejmuje
prostymi, ¢ tq o = A1*B2-A2+B1 prostych prostopadtych
99 A1-az+B1-B2

Warunek A*B,. - A,*B=0 ml =m2 Dla postaci
rownolegtosci parametrycznej:
2 prostych P1*02 = P2*0s
Warunek A*A, + B;*B2=0 ml*m2 =-1 Dla postaci
prostopadtosci m2 = -1/m1 parametrycznej
2 peostych ml = -1/m2 P1*p2 + 0102 =0
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