Funkcja liniowa i prosta — podsumowanie
Definicja funkcji liniowej
Funkcja liniowa okreslona jest wzorem postaci:

y=ax+b, x €R, a &R, b £R
a, b —wspodtczynniki funkcji — dowolne liczby rzeczywiste
a- wspotczynnik kierunkowy — okresla kat nachylenia wykresu wzgledem dodatniego

kierunku osi Ox
b — wyraz wolny — okresla pionowe przesuniecie wykresu wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych

Wykres funkgcji liniowej i interpretacja geometryczna wspoétczynnikow

Wykresem funkcji liniowej jest prosta, ktdra nie jest prostopadta do osi x (z definicji funkcji)

Wykresem funkcji liniowej jest prosta o réwnaniu y = ax +b,
nachylona do osi Ox pod katem a takim, ze tg o = a. Prosta przecina os Oy w punkcie (0, b).

J’"’i
y=ax+b
{}b
a=tga
A
0 p\ x=-bia X
‘a

Wspotczynnik a okresla kgt nachylenia wykresu funkcji liniowej (prostej) do osi Ox

a=tga



Wspétczynnik b okresla punkt przeciecia (rzedng y) prostej z osig Oy

- punkt przeciecia (0, b)

y=2x+3  Wykres 1 wlasnosci funkcji

(0.b)

liniowej] y=ax+bdla a=0

Dziedzina- R

Zhior wartosci: YE=R

Funkcja rosnaca bo a> 0

Miejsce zerowe: xo = -b/a

Funkcja przyvimuje wartosci ujemne (f(x) < 0)
w przedziale (-w, -b/a)

a wartosci dodatnie (fix) = 0)

w przedziale (-b/a, o)

Wykresdlaa>0

Dziedzina: R

Zbiér wartosci: Yf=R

Funkcja rosngca boa>0

Miejsce zerowe: X, = -b/a

Funkcja przyjmuje wartosci ujemne (f(x) <0) w przedziale (-9, -b/a)
a wartosci_dodatnie (f(x) >0) w przedziale (-b/a, =)

-



Dziedzina: R

Zbior wartosei: Yf=R

Funkcja malejaca boa-<0

Miejsce zerowe: X0 = -b/a

Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie
(f(x) = 0) w przedziale (-w=o, -b/a)

a wartosci ujemne (f(x) < 0)

w przedziale (-b/a, «)

(0, b)

wartosci dodatnie

wartosci ujemne

Wykresdlaa<0

Dziedzina: R

Zbiér wartosci: Yf=R

Funkcja malejgca boa<0

Miejsce zerowe: X, = -b/a

Funkcja przyjmuje wartosci_dodatnie (f(x) > 0) w przedziale (-0, -b/a)
a wartosci_ujemne (f(x) <0) w przedziale (-b/a, )




y ]

a=0ib=0
Dziedzina: R
Zhior wartosci: {h}

i - Funkcja jest stala (v = b dla wszystkich wartosci x)
Nie ma miejsc zerowvych (prosta nie przecina osi x
— jest do niej réwnolegla, odlegla o b)
Gdy b = 0, przyjmuje tylko wartosci dodatnie
Gdy b < 0, przyymuje tylko wartosci ujemne

4 -

y=3 v=>b
(0,b) b>0

2 -
Wykres funkcji liniowej
dlaa=01b#0

I:l T
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-2 o = "_'ll
(0,b1) A
: D=0
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Wykres dla a =0

a=0i bz0

Dziedzina: R

Zbidr wartosci: {b}

Funkcja jest stata (y = b dla wszystkich wartosci x)

Nie ma miejsc zerowych (prosta nie przecina osi x — jest do nie réwnolegta, odlegta o b)

Gdy b >0, przyjmuje tylko wartosci dodatnie
Gdy b <0, przyjmuje tylko wartosci ujemne



a=0ib=10

Dziedzina: R

Zbior wartosci: {07}

Funkcja jest stala

Ma nieskoficzenie wiele miejsc zerowych
Przyvimuje tylko wartos¢ réwna 0

Wykresdlaa=0i b=0

a=0ib=0

Dziedzina: R

Zbior wartosci: {0}

Funkcja jest stata

Ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych (cata os x)

Przyjmuje tylko warto$¢ rowng 0 ( y = 0)

Wiasnosci funkcji liniowej
Miejsce zerowe

Jesli a#0 to funkcja liniowa ma jedno miejsce zerowe réwne:
Xo= -b /a - punkt przeciecia prostej z osig Ox o wspotrzednych (-b/a, 0)
Jeslia=0 i b=0 to funkcja ma nieskonczenie miejsc zerowych — wykres prostej pokrywa sie

Z 0Sig X
Jeslia=0 i b=0 to nie ma miejsc zerowych —wykres prostej rownolegty do osi x i nie ma

punktéw wspdlnych z osig x



Monotonicznos¢

Jeslia > 0 to funkcja liniowa jest rosnaca
Jeslia < 0 to funkcja liniowa jest malejaca
Jesli a = 0 to funkcja jest stata (prosta | | do osi x)

y:




Potozenie wykresu funkcji liniowej

Wykres funkcji y=ax przechodzi przez poczatek uktadu wspoétrzednych (b=0)
Wykres funkcji y=b jest rownolegty do osiy

Wykresy rownolegte i prostopadte

Wykresy 2 funkgcji liniowych:
y=a1x+b1 i y=a2x+b2
sg do siebie réwnolegte, gdy a;=a;

\ 4

Wykresy 2 funkcji liniowych
y=aix+byiy=a;x+b;
sg do siebie prostopadte, gdy a;=-1/a, (al*a2=-1)



y=-0.5"x
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Prosta
RAwnanie prostej na ptaszczyznie

Rownanie postaci y = ax + b nazywamy rownaniem kierunkowym proste;j
Prosta prostopadta do osi OX nie ma réwnania kierunkowego.

a#0 -wspodfczynnik kierunkowy, a=tga
b — wyraz wolny

(0, b) — punkt przeciecia prostej z osig OY
(-b/a, 0) — punkt przeciecia prostej z osig OX

Réwnanie prostej przechodzacej przez 2 punkty: A=(x1, yl) i B =(x2, y2)

Wyprowadzenie wzoru z uktadu réwnan —do réwnan y = ax +b podstawione wspdtrzedne
punktow A=(x1, y1) oraz B = (x2, y2)

{yl=a*x1+b

{y2=2a*x2 +b po odjeciu stronami:

y2 —yl=a*(x2—-x1)

a =(y2-y1) / (x2 —x1) - wspodtczynnik kierunkowy prostej

b =yl-a*x1=yl-(y2-y1)/(x2-x1)*x1

y=a*x+b = a*x+yl—-a*x1l=a(x-x1) +y1; czyli

y =a(x-x1) +y1 lub y = a(x-x2) + y2

y = (y2-y1)/(x2-x1)*x - (y2-y1)*(x2-x1) *x1 +y1 = (y2-y1)/(x2-x1)*(x-x1) + y1
y = (y2-y1)/(x2-x1)*(x-x1) + y1 lub y= (y2-y1)/(x2-x1)*(x-x2) + y2



. .. v-vl _yl-yl
Prosta przechodzaca przez 2 punkty: >-x1 x2-xl
A=(xl.yl) i B=(x2.y2)

v -yl =(¥2 - y1)(x2-x1)x-x1)

_4
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Wyprowadzenie wzordéw na podstawie rysunku — podobienstwo tréjkgtéw — réwnaosé a
(v —y1)/(x-x1) = (y2-y1)/(x2x1) = a

y—yl=(y2-y1)/(x2-x1)*(x-x1) 2>

y = (y2-y1)/(x2-x1)*(x-x1) +y1 lub y= (y2-y1)/(x2-x1)*(x-x2) +y2

y=a*(x-x1) +yl lub y=a(x-x2)+y2

Przyktad:

rownanie prostej przechodzgce]
przez punkty C(—2,1) i1 D(4,3)
Y ¢
Aby wyznaczy¢ wspélezynniki a, b réwnania

y = ax + b, rozwiazujemy uklad réwnan:

(l
1
|l =a-(—2)+ h réwnania ukladu otrzymujemy, —
Ilul.‘.\ztl'\'.'iili::l' ‘-\.\j)llh‘/.l.‘lhll' punktow 0 1 X
; - a- l + [) C'iv D do réwnania y = ar + b

Otrzymujemy a = 3, b= 2.



Ze wzordéw:
a=(3-1)/(4+2)=2/6=1/3
y=a*(x-x1)+yl=1/3(x+2)+1=1/3*x+2/3+1=1/3*x+5/3

Prosta pozioma -a=0
Yt

b
O

9 =0

Réwnanie prostej réwnolegtej dom osix: y=b

Prosta pionowa — nie spetnia warunku funkcji (jedna, jednoznaczna wartos¢ dla kazdego x)

Y

O 1
D

Réwnanie prostej prostopadtej do osix: X =X,

Dla uogdlnienia i umozliwienia zapisu réwnania kazdej prostej na pfaszczyznie, stosuje sie
rownanie ogdlne prostej.

Rownanie ogdlne prostej

Ax+By+C=0 A=z0IlubB=#0

A, B, C —wspodtczynniki liczbowe

[A, B] — wspodtrzedne

A, B, CTRiliczby A, B nie s jednocze$nie réwne zero.

Réwnanie kazdej prostej, rdwniez rownolegtej dom osi y mozna zapisa¢ w postaci ogélnej



Rownanie ogdlne proste

¥
Ax+C=10
k

<

B
7 € O

A
By+C=0 m
% -C/B y=-CB

Przeksztatcenie réwnania w postaci ogdlnej do postaci kierunkowe;j
y=-A/B*x -C/B > a=-A/B, b=-C/B

Prosta przechodzgca przez 2 punkty w postaci ogoinej

| X=Xa y=vya |

| Xe=Xa ys—ya|=0

(x=xa) * (yg—ya) = (y—vya) (Xe =Xa) =0

(Y8 = Ya)*x = (xa-Xa)*y +ys*(Xa-Xa) —Xa*(ys-ya) = 0
A=yg—ya. B=—(xag-xa), C=yg*(xg-Xa) —Xa*(ys-ya)
Ax+By+C=0

Wspotczynnik kierunkowy proste;j
a=(y2-yl)/(x2-x1)

Dowdd:

Podstawiamy wspotrzedne punktow (x1, y1) i (x2, y2) do
rOwnania prostej i zapisujemy uklad réwnan:

Y1 = ary1 + b ; ,
Y gdzie x1 # a2
Yo = axo + b

Odejmujemy rownania stronami i otrzymujemy:

Y2 — Y1 = argz — axry

ys —y1=a(ze —2,). Skada= o=



Interpretacja wspétczynnika kierunkowego

Wspétczynnik kierunkowy prostej pozwala okresli¢ jak prosta jest ,,stroma”.

Na przyktad dla prostej y = 2x + 1, wzrostowi argumentu o 1 odpowiada przyrost wartosci
funkcjio 2,

adla prostej y =% x + 1, wzrostowi argumentu o 3 jednostki odpowiada przyrost funkcjio 1
(jedna jednostke).

Ogdlnie mozemy przedstawié a jako stosunek Ay do Ax, gdzie Ax to przyrost argumentu X,
a Ay to przyrost funkcji dla przyrostu argumentu.
Ax=x2-x1; Ay=y2-yl,

a=Ay/Ax=(y2-yl)/(x2-x1)

Wspoélczynnik kierunkowy prostej
i Ay Ay == yz s yl

}.' A

Ax=x2 —x1:
a=Ay/Ax=(y2-yl)/(x2-x1)

—7
O] 1 X

Warunek prostopadtosci prostych

Prosta pierwsza: y=a;x+b; (a;20)

Prosta druga: y=axx+b, (a;z0)

sg prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy a; =-1/a;, czyli a; *a;=-1

luba;=-1/a;

Jezeli jedng prostg zapiszemy w postaci: y = ax + b, ainng w postaciy =a;x + b; (a; #0)
to aktualny jest zapis: a; =-1/a, czyli a; ¥*a=-1

Przyktad



Uktady rownan liniowych

Uktad 2 réwnan liniowych z 2 niewiadomymi

a;x + by = ¢ a1 #0 lub b #0
asx + by = ¢ as# 0 lub by #0

Uktad moina rozwigzac

metodg podstawiania (obliczamy jedng niewiadoma z jednego rownania i podstawiamy
do drugiego)

metodg przeciwnych wspoétczynnikow

metoda wyznacznikowa

metodaq graficzng — narysowac 2 proste i znalez¢ przeciecie

Uktad réwnan, ktérego rozwigzaniem jest jedna para liczb, nazywamy uktadem oznaczonym.

Uktad rdwnan, ktéry nie ma rozwigzan, nazywamy uktadem sprzecznym.

Uktad réwnan liniowych, ktéry ma nieskonczenie wiele rozwigzan, nazywamy

uktadem nieoznaczonym



Przyklad zastosowania metody podstawiania
z+y=-3
3z —2y=-—4

z pierwszego roOwnania wyznaczamy niewiadoma y

w drugim réwnaniu zamiast y podstawiamy —z — 3

y=-x-3 Sprawdzenie:

3x - 2(=x '32 =il Podstawiamy x i y do

3x F2x +6 = -4 wyjsciowego ukladu rownan
5x=-10 /:5

=g 2-1=-3

y:2_3:_1 3*('2) '2*('1):'6 +2=-4

Przyklad zastosowania metody przeciwnych wspolczynnikow

z—4y=4
—2x+5y=-2
§— 4’3/ = 4 / . 2 mnozymy obie strony réwnania przez 2
. aby otrzymac przeciwne wspolczynniki
-2z + 5y = —2 przy niewiadomej x
2 — 8y = 8
—2x + 5y = -2 dodajemy réwnania stronami
—3y= 6
y=6/(-3)=-2
Podstawiamy warto$¢ y do rownania x - 4y =4
x-4%(-2)=4
x=4-8=-4

Rozwiazanie: x = -4, y=-2

Interpretacja geometryczna uktadu réwnan liniowych
Proste |, i I, opisane rdwnaniami uktadu:

aix+biy=cy
a2x =byy=c;
Moze zachodzi¢ jedna z ponizszych 3 sytuacji:
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P(X.¥)

al *x+bl *y=cl
a2 *x+b2*y=c2

Ukiad oznaczony

- jedno rozwiazanie

Proste przecinaja si¢ w jednym
punkcie P= (X, y)

}’ A
l2

[y

S

10 12

X

Uklad sprzeczny (nie ma
rozwigzan) — proste sg
rownolegtle i rézne.

/o X

Uklad nieoznaczony (ma
nieskonczenie wiele roz-
wigzan) — proste pokrywa-
ja sie.

Punkt przecigcia sie 2 prostych — wyznaczenie wspolrzednych punktu

przeciecia

— wyprowadzenie wzoréw bezposrednich, gdy znane wspotczynniki uktadow réwnan

w postaci kierunkowe;j :

y =ai;*X+ b; - rownanie I prostej



y = a*X + by - roéwnanie Il prostej

I Metoda tradycyjna

Przyrownujemy rownania: Y=Y, czyli a;*X + by = ay*Xx + by,

lub odejmujemy stronami — rownanie I - rownanie 11

(odpowiednik metody przeciwnych wspotczynnikow — tu odejmowanie zamiast dodawania)
stad

x*(@l-a2) =b2-b1 >

X = (b2 -b1) / (a1-a2) = (b1 -by) / (a2 -a1)

y = al*x + bl oraz (dla kontroli) y = a2*x + b2

y = al*(b2-bl)/(al-a2) + bl

y
y = (a1*bz-a2*bs1) / (a1-az) \ y=at"x+b1
lub Tyl
= (9% * Wd X
y = (a*by-a1*by) / (a2-a1) / \
y=a2*x+b2

Il Metoda wyznacznikowa
al*x —y =-bl - posta¢ ogblna I proste;j

a2*x —y = -b2 — posta¢ og6lna II prostej

Wx =|-bl-1]=bl— b2

| -b2 -1 |

Wy =|al - bl =al*b2 —-al*bl]
| a2 - b2|

W=lal-1|=a2-al

| a2 -1|

X = Wx/W = (b1 — bz) / (az— do ) = (bz — bl) / (3.1—8.2)
y= Wy/W = (az*bl - al*bz) /(az— a1) = (al*bz— az*bl)/(al - 8.2)

Roézne postaci rownania prostej

Posta¢ Roéwnanie Zalozenie Wilasciwosci prostej




Kierunkowa y = mx+b m = tg a- wspotczynnik kierunkowy
Zwykle m oznacza o —kat nachylenia prostej do osi x
si¢ jako a b — wyraz wolny — rzedna punktu P1
(w tej tabeli a ma przeciecia prostej z 0sig y.
inne znaczenie — P1=(0, b).
odcieta punktu Jesli a # 0 to miejsce zerowe X,= -b/a -
przecigcia z osig x) punkt P2 = (-b/a, 0)
v1 = [1, m] — wektor réwnolegty do prostej.
Przy konstrukcji graficznej, zaczepiamy w
punkcie [0,b]
P3=(0,b)+[1,m]=(1,m+b) — punkt na prostej
Ogolna Ax+By+C=0 A#0 lub B#0 | Prosta jest prostopadia do wektora [A, B]
i przechodzi przez dany punkt P(Xo, Yo);
C = -(Ax,+BY,)
Odcinkowa x/a +yla =1 a#0 1 b#0 Prosta odcina na osi x odcinek a (od
poczatku uktadu), a na osi y odcinek b
(od poczatku uktadu)
Normalna y*sinp + x*cosp = d Prosta odlegta o d od poczatku uktadu,
a normalna (prostopadta do prostej)
tworzy kat B z 0sig x
Wyznacznikowa | [X-X0 y-yo| Prosta jest || do wektora v=[p, ]
Ipq|=0 i przechpdzi przez dany punkt P(Xo, Yo);
Parametryczna | X = xo+p*t p#0 lub q#0 | Prosta jest || do wektora v=[p, ]
y = yo+p*t i przechpdzi przez dany punkt P(Xo, Yo);
Dwupunktowa | (X-x1)/(x1-x2)= x1 #x2 Prosta przechodzi przez 2 dane punkty
(dane 2 punkty) | (y-y1)/(y1-y2) yl #y2 P1(x1,y1) iP2(x2, y2)
Biegunowa r = p/(cos£- b) d#0 p -odlegtos¢ prostej od bieguna,

b- kat migdzy osig biegunowa

1 polprosta poprowadzong z bieguna
prostopadle do danej prostej,

I — promien - wspotrzedna
odleglosciowa punktu prostej —

odleglto$¢ od bieguna,




£- wspohrzgdna katowa punktu prostej —
katem miedzy osig biegunows i
polprosta poprowadzong z bieguna do

danego punktu.

Oznaczenia 1 zwigzki migdzy parametrami

m =tg & - wspotczynnik kierunkowy

A, B, C — wspotczynniki rownania w postaci ogolnej

d — odlegtos¢ prostej od poczatku uktadu

n =[A, B] — wektor prostopadty do prostej

vl =[1, m] - wektor rownolegty do prostej

v = [p, q] — wektor rownolegty do proste;j

a = -C/A — odcinek na osi x od punktu (0,0) do przeciecia z osig x

b =-C/B - odcinek na osi y od punktu (0,0) do przeciecia z osig y — tez wyraz wolny rownania
kierunkowego

m = -b/a = -A/B = g/p = (y2-y1)/(x2-x1) — wspotczynnik kierunkowy = tg a
o —kat nachylenia prostej do osi x

cosp = A/(x\(A% + B?)  sin p=B/(xV(A? + B

d=|C|/ V(A% + B) =b| / V(1 + m?)

Dwie proste lezace na plaszczyznie:

k1: Al*x +Bl*y + C1 =0 oraz

k2: A2*x + B2*y +C2 =0

53

- réwnolegle, jesli A1/A2 = B1/B2 (jesli dodatkowo sg rowne C1/C2, to proste k1 i k2 pokrywaja sie)

- przecinaja si¢ W pozostatych przypadkach,

przy czym kat przeciecia prostych mozna okresli¢ ze wzoru:

tgp =tg(kl, k2) = (A1*B2-A2*B1/( A1*A2+B1*B2

Odleglo$¢ punktu P(xo, yo) od prostej k: Ax+By+C = 0 jest rowna dlugosci odcinka, ktorego

jednym koncem jest punkt P, a drugim jego rzut prostokatny na prosta k i wyraza si¢ wzorem:

d(P, k) = |A*x0+Byo+C/| / V(A% + B%)




Dlugos¢ odcinka AB, o wspotrzednych A=(xA, yA), B=(xB, yB) wyraza si¢ wzorem:
d = |AB| = V((x5-Xa)* + (V&-Ya)")

Srodek S odcinka AB ma wspolrzedne: S = (((Xa+Xg)/2, (Yatys)/2)

Punkty i proste na plaszczyznie - zaleznoSci

Zagadnienie

Posta¢ rownania prostej

ogolna

kierunkowa

Wzory, uwagi

d — odlegtosé

d = JA*x0+Byo+C| /(A% + B?)

d = |m*X,+Yo+b|/N (1 + m?)

Dla postaci normalnej

punktu e | Azxo+B=yotC| d= |Xo* cosp+y,*sinp-d|
'A2+EB2

P=(x0,y0) N

od prostej

Kat miedzy tg ¢ =(A1*B2-A2*BL/( AL*A2+B1*B2) | tgf= (mp-my)/(1+my*m,) | Wzér nie obejmuje

prostymi, ¢ e prostych prostopadtych
9¢ A1:A2+EB1+«B2

Warunek A1*B,. - A,*B1=0 ml=m2 Dla postaci

rownolegtosci parametrycznej:

2 prostych P02 = P2*0s

Warunek A*A, +B*B2=0 ml*m2=-1 Dla postaci

prostopadtosci m2 = -1/ml parametrycznej

2 peostych

ml=-1/m2

pi*P2+ 01*q2 =0




