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Ciag liczbowy

Ciag jest to funkcja, ktérej dziedzing jest zbidr liczb naturalnych dodatnich N* - ciagg liczbowy
nieskoriczony

lub jego skonczony podzbidr poczgtkowy (1, 2, ...n) — cigg liczbowy skonczony — n-elementowy.
Terminu cigg bez dalszego okreslenia uzywamy w znaczeniu cigg nieskonczony.

Ciag liczbowy skonczony - funkcja okreslona w zbiorze liczb {1, 2, ... n} o wartosciach w zbiorze
liczb rzeczywistych.

Najczesciej funkcje bedace ciggami oznaczamy matymi literami alfabetu facinskiego: a, b, ¢, d.
Zapisy a(n), b(n), c(n), d(n) oznaczajg funkcje a, b, ¢, d, zmiennej n, gdzie n jest liczbg naturalng

dodatnia.

Przyjeto ponizsze oznaczenia dla opisu funkgcji, ktére sg ciggami:

a(n) = a, - oznacza, ze a(1) = a;, a(2)=a,, ...a(n)=a,

ai, ay, as, aa, ... A, - oznacza wartosci funkcji nazywane wyrazami ciggu liczbowego

a(n) — a, - 0znacza wzér na wyraz n-ty ciggu lub wyraz ogdlny ciggu, lub wzér ciggu,
inaczej wzor funkcji a zmiennej n

(a1, @z, ... an1, an) lub (an) - 0zhacza ciag a,

Przyktady:

1) Kolejne liczby naturalne 2-cyfrowe 10, 11, 12, .. 98, 99 tworzg skoriczony cigg liczbowy
(10,11, 12, ...99), w ktorym:



aq = 10, d; = 11, a3 = 12, ... dgg = 98, dgp = 99,
czylia,=n+9, gdzien € {1, 2, ... 99}

2) (an)=(4, 7, 10, 13, 16, 19) al=4, a2=7,a3=10,a4 =13,a5 =16, a6 =19
al=4, a,=a,1+3(lub a,,1=a,+3), n€e{l,.. 10}
a, =al+3*(n-1)

Ciag liczbowy nieskonczony — funkcja a okreslona na zbiorze liczb naturalnych dodatnich N*,
o wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych R o oznaczamy (an) lub (a4, a,, a3, ...)

N przykfad kolejne liczby naturalne 1, 2, 3, ... tworzg nieskoriczony ciag liczbowy (a,),

w ktérym n-ty wyraz ciggu a, okreslony jest wzorem a, = n

al, a2, a3, ... —kolejne wyrazy ciagu (a,)
an - n-ty wyraz ciggu a,
Przyktady:

1) Pierwszy wyraz ciggu jest rowny 5, a kazdy nastepny jest 3 razy wiekszy niz poprzedni:
al=5,a2=3%5=15, a3 =3*15=45, a4 =3*45=135 - al=5, a,=5%a,;
a2 =3*al, a3=3* 3*al, a4 =3 * 3*3*al > a,= 37(n-1)*5 = 3""*a1 = 30"V*5

2) Obliczenie kolejnych przyblizen liczby V2 wedtug reguty Pitagorasa:
P,=3/2

P,=(3+2*2)/(3+2)=7/5;

P; = (7+2*5)/(745) =17/12

P,=(17+2*12)/(17+12) = 41/29

Ps = (41+2*29)/(41+29)

Pn = (I-n-l + 2*Mn-l)/(l-n-l*' Mn-l)

Gdzie L,.1 - licznik przyblizenia P,.;, My.1 — mianownik przyblizenia P,

Przyklady i sposoby okreslania ciggu, suma n poczatkowych wyrazéw ciaggu

Cigg liczbowy mozna okresli¢ tak jak kazdg funkcje, z tym, ze jego dziedzing jest zbiér lub podzbiér
liczb naturalnych.

Cigg uwaza sie za okreslony, jezeli znamy przepis, wedtug ktérego mozna wyznaczy¢ kolejne jego
wyrazy.

Prawo tworzenia wyrazéw ciggu mozna poda¢ w postaci przepisu stownego lub wzoru.

Przykfady

1)Dn={1,2,3,4};  f(x)=2x-1; x€{1,2,3,4}
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2) Dn={1,2,3,4, ...}; f(x) =2x-1; x € N*
Wykres jak wyzej poszerzony o kolejne punkty: a,=2n-1; n € N*.

Wykresem funkcji f, gdy x € N* jest zbidr punktéw, ktdérych odciete sie liczbami naturalnymi
dodatnimi.

3) Wypisz 5 poczgtkowych wyrazéw ciggu, jezeli jego n-ty wyraz okreslony jest wzorem:
a,=-n"+1

al=-1+1=0; a2=-2"2+1=-3; a3=-9+1=-8; a4=-16+1=-15; a5=-25+1=-24
(a,) =(0, -3, -8, -15, -24)

Wsrdd ciggdw liczbowych mozna wyrdznic ciggi: rosngce, niemalejgce, malejace, nierosngace, state.
Jezeli cigg jest rosngcy, niemalejgcy, malejacy, nierosnacy albo staty to taki cigg jest monotoniczny.

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu

Suma n poczgtkowych wyrazow ciggu (an) jest wyrazenie:
Sn=a;+a,+az+..an1+a, gdzien€ N'.

Si=ay, =5

Sz =a;+a,=S5;+a, dy = 52-51

53 = a,ta,tasz= Sz+ag ds = S3'Sz

Sn—l = sn-l +an1 an1 = Sn—1 - Sn—2

sn = sn-1+ an an = Sn - Sn-11 gdy n>=2

an = Sn—Sn1



Sposoby okreslenia ciagu

- podanie wyrazu ogdlnego na n-ty wyraz ciggu, np. an =4%*n +3

- podanie wszystkich wyrazéw ciagu, jezeli jest to cigg skoriczony, np. (7, 11, 15, 19, 23...)

- podanie wzoru na sume jego n poczatkowych wyrazéw , np. Sn =4*(1+2+..n) +3*n = n*(2n+5)

- podanie jego pierwszego wyrazu lub kilku poczgtkowych wyrazdw i reguty wyznaczania kolejnych
wyrazow ciggu w zaleznosci od poprzednich — definicja rekurencyina ciagu.

np. {al=7; a,;=a,+4

Przyktady ciggdw okreslonych wzorem rekurencyjnym i wzorem ogdlnym - zamiana:
Rekurencyjnie: {al=7; {a,. =a,+4 > Wz6r ogdlny: a,=4*n+3
Rekurencyjnie: {al =-10; a,,n=a,+9 2> Wz6r ogdlny: a,=9n—-19

Wzér ogdlny: a,=n’-2 Wzér rekurencyjny ciggu (a,): {a:=-1; a,;i=a,+2n+1; n €N+

Ciag Fibonacciego:

Ciag liczbowy Fibonacciego — ciag liczb naturalnych okreslony rekurencyjnie w sposéb nastepujacy:
al=1; a2=1; a3=2; a4=3; a5=5;a6=8; a7 =13; ... apn=an2 an1 dlan>=2

a3=zal+a2=1+1=2; a4=a2+al3=1+2=3; ab=a3+ a4 =2+3=5itd.

http://www.math.edu.pl/narzedzia.php?opcja=ciag-fibonacciego

Sposrod wszystkich ciggdéw liczbowych, ktore wystepuja, jeden jest szczegdlnie interesujacy.
Ciag ten zawdziecza swojg nazwe matematykowi z Pizy,
Leonardowi, ktory pod nazwiskiem Fibonacci wydat w 1202 roku stynng ksigge Liber Abaci.
Ojciec Leonarda nosit przydomek Bonacci, stad syn zostat Fibonaccim (filius Bonacci - syn dobrotliwego)
Liczby naturalne tworzace ciag o takiej wtasnosci, ze kolejny wyraz (z wyjatkiem dwdch pierwszych)
jest suma dwoch poprzednich nazywa si¢ liczbami Fibonacciego i pojawiaja si¢ w tak wielu sytuacjach,

ze wydaje si¢ to niemozliwe.

Podstawowy cigg liczb Fibonacciego to: 1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...
Kazda liczba w ciggu jest suma dwdch poprzednich (poza pierwszg i drugg).

Mamy tu do czynienia z ciggiem rekurencyjnym.

Cigg liczbowy Fibonacciego jest pierwszym ze znanych ciggdw tego rodzaju.

W wyniku podzielenia kazdej z liczb ciggu przez jej poprzednik otrzymuje sie iloraz oscylujgcy wokét 1,618
- liczby ztotego podziatu.

W miare zwiekszania sie liczb zmniejszajg sie odchylenia od tej wartosci.

Dokfadna warto$¢ granicy jest ztotg liczbg: ®=5v+12=1,6180339887498948482...

Liczby Fibonacciego mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

Foi = (E) n (”Il) + (”;2) 4o


http://pl.wikipedia.org/wiki/Ci%C4%85g_(matematyka)
http://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_naturalne
http://pl.wikipedia.org/wiki/Rekurencja
http://www.math.edu.pl/narzedzia.php?opcja=ciag-fibonacciego

Liczby Fibonacciego sg wiec sumami liczb z przekatnych w trojkacie Pascala.

Ciag Fibonacciego mozna odnaleL’¢ w wielu aspektach przyrody, ciag taki opisuje np. liczbg pedow rosliny
jednostajnie przyrastajacej w latach.

W stoneczniku mozemy zaobserwowac dwa uktady linii spiralnych, wychodzacych ze srodka.

Liczba linii rozwijajacych si¢ zgodnie z ruchem wskazowek zegara wynosi 55 i tylko 34 skreconych

W przeciwng strong.

Takie same spirale mozna zaobserwowac na wielu innych roslinach ( np. kalafior, ananas).

Liczby spiral wystepujacych w tych roslinach sa kolejnymi liczbami Fibonacciego.

Ztotymi proporcjami wyznaczonymi na podstawie ciggu Fibonacciego poshugiwat si¢ w swoim malarstwie
Leonardo da Vinci i Botticelli.

W XX wieku cigg Fibonacciego stosowany byt takze przez niektorych kompozytorow

do proporcjonalnego porzadkowania rytmu lub harmonii.

Na ciggu Fibonacciego zbudowane jest migdzy innymi Trio klarnetowe Krzysztofa Meyera.

Zlote proporcje wykorzystano takze podczas wznoszenia piramidy Cheopsa w Gizie i Partenonu w Grecji.

Ciag arytmetyczny

Wsrdd ciggow liczbowych wyrdzniamy ciggi arytmetyczne i geometryczne

Ciag arytmetyczny — réznica dwoch kolejnych wyrazéw jest stata

I = ans1—an An+1 = An+r
Np. (5, 15, 25, 35, 45..) (a1, (al+r), (al+2r), (al+3r),..)
a,=al+r, a3=a,+r, ... Ay =ap+r

Definicja ciagu arytmetycznego

Ciag arytmetyczny — cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktérym kazdy wyraz oprdcz pierwszego,
powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego tej samej liczby r, zwanej réznicg ciggu
arytmetycznego.

al2>+r>a22>+r>a3 2>+r>ad > +r..

Ciqg (an) jest ciggiem arytmetycznym
gdy @ps1=an+r ; neN’, reRr

W ciggu arytmetycznym (a,) réznica r jest okreslona wzorem:
r=ani- an, gdzie n€N,

Monotonicznosc ciggu arytmetycznego zalezy od rdznicy r tego ciggu.

Jezeli réznica r jest liczbg dodatnig, to cigg arytmetyczny jest ciggiem rosngcym;
jeslir jest liczbg ujemna, cigg arytmetyczny jest ciggiem malejgcym;

jesli r = 0 to cigg arytmetyczny jest ciggiem statym.




Wykresem ciggu arytmetycznego (an) jest zbiér odosobnionych punktéw (n, ap),
gdzie n € N*, lezacych na prostej o réwnaniu y = a,

Cigg arytmetyczny mozna okresli¢ wzorem rekurencyjnym:
{ai=a , gdzie a- pierwszy wyraz ciggu
{ans1=an+r, gdyn €N’ r - rdéznica ciggu arytmetycznego

Procent prosty

Procent prosty to sposéb oprocentowania wktadu pienieznego K, polegajacy na tym, ze dochéd w
postaci odsetek nie jest doliczany do wkfadu i nie procentuje wraz z nim w nastepnym okresie
oszczedzania

K — wktad pieniezny (kapitat poczatkowy wtozony)

p — stopa oprocentowania w kazdym z okreséw

Ko =K, Ki, Ky, K3, ... K, —wyrazy ciggu arytmetycznego o rdéznicy r, gdzie

r=p/100 * K

Kn= K*(1+n*p/100), np. K3 = K*(1+3*p/100)

Kn:1 = Ko + p/100*K

K2+r2>Kl2>+r>K2-> ...+r 2> Kn

K1 =K*(1 + p/100)

K2 = K*(1 + 2*p/100)

K, — K*(1 + n*p/100)

Wzory dotyczgace ciggu arytmetycznego
Dla ciggu arytmetycznego o pierwszym wyrazie a; i réznicy r, wzédr ogdlny ma postac:
a,=a; +(n-1)*r, nenN’

Stad:

r=(a,—ai)/ (n-1)

a; = a, — (n-1)*r

n-1=(a,—a)/r > n=(a,—a)/r +1

Jezeli (an) jest ciggiem arytmetycznym, to kazdy wyraz z wyjagtkiem pierwszego i ostatniego
(jesli ciag jest skonczony) jest srednig arytmetyczng wyrazéw z nim sasiadujgcych:
an=(an1+ana)/2

Cigg (an) jest ciggiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej n,
nie mniejszej niz 2, spetniony jest warunek:
an = (an.1+ans) / 2

Obliczenie r na podstawie dowolnych 2 wyrazéw ciagu
Dane

a, am (k>m)

Stad:

a, =ag+(k-1)*r

am=al+(m-1)*r



a— any = (k-1)*r — (m-1)*r = r*(k-1 —-m +1) = r*(k-m)
(k-m)*r = ay— an

Ak - am = (k-m)*r

r = (ak— am)/(k-m)

Dwa dowolne wyrazy

ak=am+(k-m)*r np. ax = aie+ (20-10)*r
stad:

r=(ax—am)/ (k-m) np. r=(az—a) /(20 -10)
am =ag—(k-m)*r np. ap = a— (20-10)*r
k—-m=(ag—an)/r np. 20— 10 = (ay-a0)/r

Liczby naturalne - dzielenie przez liczbe naturalng i reszta - ciag arytmetyczny
Liczby naturalne a,, ktére przy dzieleniu przez liczbe naturalng k dajg reszte p,

tworzg cigg arytmetyczny (a,) o wyrazie a, = k¥*n + p

Na przyktad:

a, =3n+1, to (an)=1(4, 7,10, 13, ..)

a,=4n+3 to (an)=(7, 11, 15, 19, ...)

Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego
S,=a;+a,+..a,

Przyktfad:

(an)=(1, 4, 7, 10,13, 16, 19, 22, 25)

Wyznaczy¢ sume wyrazéw ag + a0k , gdy k € {1, 2, 3, 4, 5}
k=1, al+a9=1+25=26

2, a2+a8=4+22=26

3,a3+a7=7+19=26

4, a4 +a6=10+16=26

5 a5+a5=13+13+26

Ak + 10k = 26

~ X X =~
I mn n

Jezeli (ay) jest ciggiem arytmetycznym, to
ait+ta,=ag+ani1«k, gdzie 0<k<=n
anktank=2%, , gdzie O<k<n

Suma n poczqtkowych, kolejnych wyrazow ciqgu arytmetycznego wyraza sie wzorem:
S.=(ar+an)/2 *n=(2*a. + (n-1)*r)/2*n , neN’
S, = n*(a;+an)/2 = n/2 * [2*a; + (n-1)*r]

S.¥ = (ak+an) /2 * (n—k +1) - suma od wyrazu k do wyrazu n

Przyktady sum poczqtkowych liczb naturalnych

Suma poczatkowych n liczb naturalnych
1+2+3+...+n=3k; (k=1..n)=n*n+1)/2
Suma poczatkowych n liczb parzystych



2+4+6+..+2n=22k; (k=1..n) = n¥*(n+1)
Suma poczatkowych n liczb nieparzystych
1+3+5+..+(2n-1) = 5(2k-1) ; (k= 1...n) = n?

Podsumowanie - wzory dla ciggu arytmetycznego

Ansr=antr

F=an:1-an

a, = ag +(n-1)*r

an = (an-1+ans1) /2 = (ank + anei) / 2

Sn=(ai+a,)/2*n=( (2*a; + (n-1)*r)*n /2

S.X = (ax+an) /2 * (h—k+1) - suma od wyrazu k do wyrazu n

r=(an—ai)/(n-1)
r = (ax—am)/(k-m)

r =(2*S,-2*a,*n) / ((n*(n-1))
r = (2*(Sa*m—Sn*n) )/ ((n-m)*m*n)

Ciag geometryczny

lloraz q dwach kolejnych wyrazéw ciagu jest staty

(1,2,4,8,16,..) (a, @10, a19°, a1q°, ... a1q™")
a, = ar*q"!
g=ana/an , gdy a,#0dlan=2,3,..

Dowolny wyraz
lan] =V(an1 * @nsa; n>1 tj. Srednia geometryczna

n-ty wyraz
n-1 5
a, = ai*q np. as = a:*q

Dowolne wyrazy (s >=r)
s-r 4
as=a’*q np. app=as*q

Ciag geometryczny (an) - ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy,
w ktérym kazdy wyraz, oprdcz drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
przez te sama liczbe q, zwang ilorazem ciggu geometrycznego.

a2 2222 *q2a 2 *g2a 2 *q..
a, =al*q; a;=al*q’ a;=a;*q’; a,=a*q""
q=ay/a;=as/a2=a,/a;=...= an1/ a,

Przyktad:



(a)=1(9, 3,1, 1/3,1/9,..) q=3/9=1/3
an=an1*q=a*q"!

Jezeli cigg (an) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g, to n-ty wyraz ciggu okreslony jest wzorem:
-1
an=ar*q"

Ciag geometryczny mozna okresli¢ wzorem rekurencyjnym:
{ai=a gdzie a — pierwszy wyraz ciggu geometrycznego
{ans1=an*qg, gdyn €N’ g —iloraz ciggu geometrycznego

Procent sktadany — sposéb oprocentowania wkfadu pienieznego K, polegajacy na tym,
ze dochdd w postaci odsetek jest doliczany do wktadu

i procentuje wraz z nim w nastepnym okresie oszczedzania.

K> *2Kl2>*g2>K2> ..*q > Kn

K1 = K*q K2 = K*q® Kn = K*q", gdzie K —kapitat poczatkowy

Jezeli w ciggu geometrycznym (a,) o ilorazie q
al#0iq#0,toq=an/an
al#01g=0,t0a2=0,a3=0,..an=0
al=01g#0,t0a2=0,a3=0,..an=0

Ciag naprzemianlegty

Cigg geometryczny (a,) , w ktéorym al #0i q < 0, jest ciggiem naprzemianlegtym,
gdy jego kolejne wyrazy sg na przemian dodatnie i ujemne,

czyli kazde 2 kolejne wyrazy majg przeciwne znaki.

Zaleznosciaiq

Z definicji ciggu geometrycznego wynika:
a*q=am;  AF®w=awz ATk = Ank
a/q=any;  a/q’=an;  a/q =an

k
an/d = ank  An*gk = Ansk

Ciag (an), gdzie n € N+ jest ciggiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
a,2 = ap1 * anyy, gdzie n>=2
2,2 = apk * anue gdzie n>=2

W ciggu geometrycznym o wyrazach dodatnich kazdy wyraz a,, oprdécz pierwszego i ostatniego,
jest srednig geometryczng wyrazow sagsiednich
an=V(an1* an+1)

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego
S,=al+a*g+a*q’+..a*q" ' =a*(1+q+qg°+..q"

Sn=a; * (1-9")/(1-q) gdyq#1
Sn=n*ay, gdyq=0



Wygodniej stosowac wzor:
Sn=a; *(1-q")/(1-q) gdy-1<g<1
Sa=a1*(q"-1)/(9-1) gdyqg<-llubg>1

Jezeli (an) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie q i Sn jest suma n poczatkowych jego wyrazéw,
to
q=(Sn—a1)/(Sn—an), gdzien>1

Wzory dla ciagu geometrycznego — podsumowanie

an=a*q"™"
g=ana/an , gdya,#0dlan=2,3, ...

q = ™Yy(an/al) = (anfa1) Y™ (pierwiastek stopnia (n-1) z ilorazu a, podzielone a;

Dowolny wyraz
lan] =V(an1 * @n+1; n>1  tj. Srednia geometryczna

Dowolne wyrazy (s >=r)
S-r
a;=a‘*q

a, / dnk= g gdziek < n
an/ax = qn-k

2 .
Ay =an1*ana  an=V (a1 *ana), gdya; dodatnie
2
dn, = dpk * dn+k

k . .
a’* q =an gdzie k €N

m

q = am/ an

qn-k = an/ ak

gk = An+k /an

an/qk = dn-k

an/ak = qn-k

Sn=a; *(1-q9")/(1-q)=a, *(q"-1) / (q-1), gdy q=1

Sh=n*ay, gdy q=1

q= (Sn - al) / (Sn - an)r gdzien>1



