TRANSFORMACJA WSPOtRZEDNYCH

I. Metody transformacji:

Transformacja izometryczna - sztywne ruchy ptaszczyzny, przez obrét i przesuniecie.

Transformacja Helmerta (liniowa transformacja konforemna przez podobieristwo) - (ang. similarity
transformation) — realizuje obrét, przesuniecie i dodatkowo przeskalowuje wspotrzedne uktadu
pierwotnego.

W algorytmie transformacji Helmerta wystepuje wspétczynnik skali jeden dla catego

rozpatrywanego obszaru.

Transformacja afiniczna — affine transformation.

Transformacje afiniczne przeksztatcajg proste i ptaszczyzny na proste i ptaszczyzny, zachowujac
réwnolegtos¢ prostych nie zachowujg katdw, zmieniajg skale osi wspétrzednych Xi Y.
Transformacja ta nie jest jednak konforemna i dlatego dtugoscii katy w uktadzie wspétrzednych
przeliczonych mogg ulega¢ zmianom.

Transformacje wielomianowe afiniczne (ogélne) dajg bardzo dobre wyniki przy kalibracji obrazéw
rastrowych.

Transformacja afiniczna zmienia geometrie sieci, na rzecz minimum odchytek na punktach
dostosowania.

Il. Przeliczenie wspotrzednych prostokatnych z jednego uktadu prostokatnego na drugi uktad
prostokatny.

1. Przeliczenie wspoétrzednych przy 2 punktach dostosowania
Stosuje sie dla mniejszych obszaréw, ktdre mozna przyjac za ptaskie
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Xw = XOw + Xp*c0os(G) —yp*sin(G)

Yw = YOw + Yp*cos(G)+xp*sin(G)

G — gamma — kat skretu uktadu pierwotnego wzgledem wtérnego

XxOw, YO, — wspotrzedne poczatku uktadu pierwotnego w uktadzie wtérnym

lezeli wystepuje niezgodno$é dtugosci to nalezy uwzgledni¢ wspdtczynnik redukcji r = dyw/dp



Xw = XOw + Xp*r*cos(G) —yp*r*sin(G) (1)
Yw = YOw + yp*r¥*cos(G)+xp*r*sin(G)
oznaczajgc r*cos(G)=v oraz r*sin(G)=u
Xw = XOw + V¥xp — u*yp

Yw = YOw + V*yp + u*xp

Jesli sg przynajmniej 2 punkty o danych wspétrzednych — punkty dostosowania to:
r=sqrt(dxw2+dyw”2)/sqrt(dxp”2+dyp”2)
tg(G) = tg(Aw-Ap) = (tg(Aw)-tg(Ap))/(1+tg(Aw)*tg(AP)) = (dxp*dyw-dyp*dxw)/(dxp*dxw+dyp*dyw)
w formie rachunkowej
f= tg(G)= |dxp dyp| tg(G) =f1/f2=1,

[dxw dyw],
Wspotrzedne wtérne poczatku uktadu pierwotnego mozna wyznaczyé po przeksztatceniu wzoru (1)

XOw = Xw - Xp*r*cos(G) + yp*r*sin(G)

yOw =Yyw + Yp*r*cos(G) - xp*r*sin(G)

dxw = dxp*cos(G) - dyp*sin(G)

dyw = dyp*cos(G) + dxp*sin(G)

Uwzgledniajgc wspdtczynnik r oraz oznaczajgc r*cos(G)=v oraz r*sin(G)=u
dxw = dxp*r*cos(G) - dyp*r*sin(G) = v¥dxp — u*dyp

dyw = dyp*r*cos(G) + dxp*r*sin(G) = v*dyp + u*dxp

Wzory te mozna zapisa¢ w postaci symboli rachunkowych prof. Hausbrandta:
F= | dxp dyp]| dxw=F1 = v*dxp — u*dyp
Ju v | dyw=F2 = u*dxp + v¥*dyp

Wspdtczynniku u i v mozna obliczy¢ stosujgc formy Hausbrandta
F= |dxp dyp| u=f"
|dxw dyw| v=fl

2. Transformacja wspétrzednych przy wiecej niz 2 punktach dostosowania — wzory Hausbrandta

Jesli jest n>2 punktéw dostosowania to tworzymy tzw. biegun przeksztatcenia,

ktérego wspotrzedne sg Srednimi arytmetycznymi wszystkich wspétrzednych punktéw dostosowania
w obu uktadach.

Wspétrzedne bieguna:

X0p = [xp]/n yOp=[yp/n

XOw = [xwl/n yOw=[yw/n

Wspodtczynniki przeksztatcenia u i v liczy sie na podstawie wspdtrzednych bieguna i kazdego
z punktéw dostosowania:

F=] dx01, dy0l, | dx02P dyO1l, | ... | dxOn,dyOn; |
| dx01,, dyO1,, | dx02,, dy01, | ... | dxOn, dyOn; |
u=F" v=F"?

Jest to transformacja Helmerta w ujeciu prof. Hausbrandta.



3. Transformacja wspotrzednych plaskich metoda Helmerta
— wspdlczynniki Xo, Yo, Z, T
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Transformacja wspéirzednych metoda Helmerta

Transformacja wspétrzednych ptaskich metoda Helmerta jest czesto stosowana w
praktyce,

m.in. ze wzgledu na wygodny sposdb obliczen, w ktérym przy nastepnych masowych
obliczeniach nie trzeba juz podawaé punktéw dostosowania a wykorzystuje sie okreslone
wspotczynniki.

W celu uzyskania wymaganej dokladnosci transformacji praktyczny jest iteracyjny
sposob obliczen wspdtezynnikéw z kolejnym odrzuceniem punktéw o najwiekszych
odchytkach liniowych az do osiggniecia zadanego bledu transformacji.

Na podstawie wyznaczonych w ten sposéb wspétezynnikéw transformacji:
skretu T,

znieksztalcenia Z

1 wspétrzednych Xo, Yo poczatku ukladu pierwotnego w ukladzie wtérnym,
mozna obliczy¢ kat skretu Fi 1 wspotczynnik skali q ze wzoréw:

Fi= arc ctg (T/(1+2)

q=sqrt((1+Z)*2 + TA2) = (1+Z)/cos(Fi) = T/sin(Fi)



gdzie:
Fi=A-A’ — r6znica azymutow w ukltadzie wtéornym XY i pierwotnym XY’
g=s/s’ — stosunek dtugosci w ukladzie wtérnym s i pierwotnym s’

Wspotezynniki T, Z, Xo, Yo pozwalaja wykonywacé przeliczenia z ukladu pierwszego
(pierwotnego) X'Y’ na uklad drugi (wtérny) X,Y wedlug wzoréw:

X=Xo+(1+Z)*X’ — T*Y’
Y=Yo+(1+Z)*Y+T*X’

Chcac wykonaé przeliczenia z uktadu drugiego XY na uklad pierwszy X'Y'
przy znajomosci wspotczynnikéw transformacji z uktadu pierwszego na drugi
mozna postapi¢ dwojako:

a) zastosowad zmienione wzory transformacji:

X = ((1+2)*(X-Xo) +T*(Y-Yo) ) / ((1+Z)"2 + TA2)
Y’ = ((1+Z)*(Y-Yo) -T*(X-Xo0) ) / ((A+Z)*2 + TA2)

b)  obliczyé odwrotne wspélezynniki transformacii i stosowaé zwykle wzory:

T’ = -T/( (1+2)*2 + TA2)

Z’=(1+Z2) /1 (Q+Z2) 2+ T*2) -1

X’=(-1+Z)* Xo-T*Yo)) / ((1+Z)"2 +T*2)

Y’ =(-1+27Z)* o+ T*X0))/ ((1+2)*2 +T+2)

X’ =Xo + (14Z2)*X — T'*Y

Y’ =Yo + (1+Z2)*Y +T*X

Z obliczonych wartosci T, Z’, X0’, Zo’ mozna obliczyé¢ analogicznie Fi’ i ¢’
Fi’'= arc ctg (T°/(1+Z)

q’=sqrt((1+Z2)*2 + T'72) = (1+Z)/cos(Fi) = T/sin(Fi’)

Wspoétezynniki Fi’ 1 q’ zwiazane sa z Fi1 q nastepujacymi zalezno$ciami:
Fi’ = 400[grad] - Fi

q =1/q

Jesli nie sa znane bezposrednie wspoétczynniki do przeliczenia wspotrzednych

z ukladu I na uklad III, a znane sa wspo6tczynniki poSrednie miedzy uktadami I i II
oraz IT 1 IIT

to mozna obliczy¢ wspdlczynniki wypadkowe.



Wspotezynniki wypadkowe mozna obliczy¢ tez dla wiekszej iloSci wspdleczynnikow
poérednich.

Wyznaczenie wspétczynnikéw transformacji T, Z, X0, YO na podstawie punktéw
dostosowania:

Oznaczenia: X1, Y1 — wspolrzedne w ukltadzie pierwotnym, X2, Y2 — we wtornym
Obliczenie sum i §rednich wspodtrzednych — wspodtrzednych bieguna w obu uktadach
sx1= [Xl] - suma X — uklad pierwotny
] - suma Y—uklad pierwotny
sx2= [ 2] - suma X — uklad wtérny
=[Y2] - suma Y —uklad wtérny

Srednie wspbélrzedne bieguna - §rodka ciezkoéci uktadu. pierwotnego
x1s=sx1/m; yls=syl/m; // m —ilo§¢ punktéw dostosowania

Srednie wspoélrzedne bieguna - §rodka ciezkos$ci uktadu. wtérnego
x2s=sx2/m; y2s=sy2/m; // m — ilo$¢ punktéw dostosowania

Przyrosty wzgledem bieguna uklad pierwotny
dx1=x1 - x1s; dyl=yl -yls

Przyrosty wzgledem bieguna uklad wtorny
dx2=x2 - x2s; dy2=y2-y2s

Obliczenie sum:

s1=s1+dx1*(dy2-dy1); /1 s1=[dx1*(dy2-dy1)]
s2=s2+dy1*(dx2-dx1); Il s2=[dy1*[dx2-dx1]
sm=sm+dx1*dx1+dy1*dy1; /I sm=[dx1"2*dy1~21]
$3=s3+dx1*(dx2-dx1); /I s3=[dx1* (dx2-dx1)]
s4=s4+dy1*(dy2-dy1); /I s4=[dy1*[dy2-dy1]
sdx1=sdx1+dx1; /1 [dx1]
sdyl=sdyl+dyl; /1 [dy1]
sdx2=sdx2+dx2; /1 [dx2]
sdy2=sdy2+dy2; /1 [dy2]

Wspoétczynniki transformacji: T1, Z1, X01, YO1
T1=(s1-s2)/sm;

Z1=(s3+s4)/sm;

X01 =x2s — x1s + yls*tl — x1s*z1;

Y01 =y2s —yls — x1s*t1 — yls*z1;

Przeliczenie wspdlrzednych
X3 =X1- Y1*T1+ X1*Z1 + X01 = X01 + (1+Z1)*X1 - T1*Y1
Y3=Y1+ X1*T1+Y1*Z1 +Y01=Y01 + (1+Z1)*Y1 + T1*X1

Przy transformacji wspoétrzednych nalezy uwzgledni¢ ewentualne bledy punktow
dostosowania — najlepiej iteracyjnie eliminowaé punkty, ktére powoduja przekroczenie
zalozonego btedu éredniego transformacji.



4. Transformacja afiniczna

Stanowi jedno z zastosowan przeksztatcenia afinicznego (kolinearnego) i polega na przeliczeniu
wspotrzednych punktow z uktadu pierwotnego na wtérny przy zatozeniu, ze wspétrzedne C, Y w
uktadzie wtérnym s a funkcjami liniowymi wspétrzednych pierwotnych x, y.

X=al*x+bl*y+cl

Y = a2*x + b2*y + c2

Podobne jak w metodzie Helmerta zaktada sie niezmienno$¢ wspétrzednych punktéw dostosowania.
Transformacja ta nie jest jednak konforemna i dlatego dtugoscii katy w ukfadzie wspdtrzednych
przeliczonych moga ulegaé¢ zmianom.

Wyznaczenie wartosci 6 wspotczynnikéw transformaciji: al, a2, a3, b1, b2, b3 wymaga 3 punktéw
dostosowania.

Transformacjami afinicznymi nazwano przeksztatcenia reprezentujgce przesuniecie, obrot

i skalowanie.

Jest to jednoznaczne przeksztatcenie ptaszczyzny lub przestrzeni na siebie, zachowujgce
wspotliniowos¢ punktow.

Przyktadami przeksztatcen afinicznych sg izometria, podobienstwo i powinowactwo osiowe.
Transformacja afiniczna jest przeksztatceniem wzajemnie jednoznacznym prostej w prostg,
ptaszczyzny w ptaszczyzne i przestrzeni w przestrzen.

Przeksztatcenie to zachowuje na ptaszczyznie stosunek dtugosci bokéw odcinkow a w przestrzeni
stosunki pol figur lezgcych na ptaszczyznach réwnolegtych.

Znaczy to, iz linie réwnolegte i $rodki odcinkéw transformacja ta zachowuje, zmieniane sg natomiast
dtugosci odcinkow i wartosci katow.

Zapisano réwnanie transformaciji afinicznej w notacji macierzowej

x' a b=z e ax+bv+e
= =+ =
> d e ¥ ¥ drtevy+ f
W réwnaniu a, b, ¢, d sg odpowiedzialne za obrét, c i f natomiast to przesuniecie o wektor.

Transformacje afiniczne przeksztatcajg proste i ptaszczyzny na proste i ptaszczyzny, zachowujgc

réwnolegto$¢ prostych nie zachowujg katéw, zmieniajg skale osi wspotrzednych XiY.
Xw=ayg Xptby Yy +Cy
Y = ap Xpth, Yy +C;,

Xw, Yy - uktad wtérny (np. mapy numerycznej)

Xp, Yp- uktad pierwotny (np. mapy rastrowej)

a;, by, ci,a by, co- wspdtczynniki transformacji

a; = kx cosyy , by = -ky sinyy,

a, = ky sinyy , b, = ky cosyy ,

Xo=cC1, Yg=0C>.

kx = sgrt(b1*b1+b2*b2) ky=sqrt(al*al+a2*a2) - wspoétczynniki skali

yx =arctan(b1/b2); yy =arctan(a2/al) - katy obrotu



5. Transformacje wielomianowe

Wielomianowe odwzorowania wiernokgtne (transformacje afiniczne wyzszych rzedéw)
stosowane sg zazwyczaj do odwzorowania duzych obszaréw o zmiennych skalach i skreceniach.
X =a0 + al*x + a2*y + a3*x*y +a4 *x"2 + a5*y"2 + ...

Y =b0 + b1*x + b2*y + b3*x*y +b4 *x"2 + b5*y"2 + ...

lll. Popularne programy komputerowe do obliczen transformacji
Dokonanie obliczen transformacji mozliwe jest w wiekszosci komputerowych programéw
geodezyjnych, np. C-Geo, Winkalk i Geonet_unitrans.

W programie C-Geo modut Transformacja w wspétrzednych umozliwia transformacje Helmerta

i afiniczng. Wyboru dokonuje sie przez wybor ikony H lub A.
W metodzie Helmerta potrzebne jest wprowadzenie minimum 2 punktéw dostosowania a w metodzie

afinicznej 3 punktéw.

Program GEONET _unitrans autorstwa prof. R. Kadaja stuzy gtéwnie do przeliczen wspotrzednych
miedzy uktadami na obszarze catej Polski, pozwala wyznaczaé¢ parametry transformacji dla uktadow
lokalnych oraz przelicza¢ wysokosci elipsoidalne na normalne.

S3 tez specjalne dodatki — 3 moduty: programy obliczeniowe sieci GPS, konwersja map
numerycznych dla MicroStation, konwersja map numerycznych dwg dla AutoCAD.

Modut UNITRANS umozliwia przeliczenie wspotrzednych miedzy réznymi uktadami:

1965 - strefy 1, 2, 3, 4, 5. Strefy 1-4 dotyczg odwzorowania quasi stereograficznego, a strefa 5 —
Gaussa-Krugera.

1942 - odwzorowania Gaussa-Krugera w pasach potudnikowych 3 lub 6 — stopniowych. Pasy 3-
stopniowe obejmujg 4 strefy z potudnikami srodkowymi 15°, 18°, 21°%i 24° a6-stopniowe 2 strefy

z potudnikami 15%i 21°.

1992 — nowy jednostrefowy ukfad dla Polski — odwzorowanie Gaussa-Krugera elipsoidy GRS-80 z
potudnikiem srodkowym 19 stopni i skalg na tym potudniku m=0,9992

2000 — nowy 4-stopniowy uktad odwzorowania elipsoidy GRS-80, utworzony analogicznie jak uktad
1942 dla pasow 3-stopniowych.

BLh | GRS-80 — ukfad wspodtrzednych geograficznych — geodezyjnych na elipsoidzie GRS-80.
BLH | Krasowski - uktad wspétrzednych geograficznych — geodezyjnych na elipsoidzie
Krasowskiego.

UTM — miedzynarodowy (wojskowy, nawigacyjny) uktad wspotrzednych powstaty poprzez
odwzorowania Gaussa-Krugera, elipsoidy GRS-80 w pasach 6-stopniowych ze skalg na kazdym
potudniku srodkowym m=0,9996.

GUGIK-80 — jednostrefowy dla Polski uktad kartograficzny dla map przeglgdowych 1:100000 lub
mniejszych, powstaty przez odwzorowania quasi stereograficzne elipsoidy Krasowskiego.

Uktady lokalne, np. KRAKOW, tODZ.






